
1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ îáúåìîâ è

öåí â ñåòåâîì àóêöèîíå ïîñòàâùèêîâ è ïîòðåáèòåëåé îäíîãî òîâàðà ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè íà ïåðåäà÷ó

�àññìîòðèì ðûíîê. Ïóñòü íà ðûíêå ñïðîñ ñîîòâåòñâóåò V . Êàæäûé ïîñòàâùèê íà

ðûíêå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: Vi - îáúåì ïîñòàâêè, ci - öåíà çà

òîâàð i-ãî ïîñòàâùèêà. Çàÿâêè ïîñòàâùèêîâ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ: c1 ≤

c2 ≤ · · · ≤ cn.
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�èñ. 1: Ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå

Äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà:

1) Ìàðæèíàëüíîå öåíîîáðàçîâàíèå: âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ öåíà, îáúåì êîòîðîé

áûë âûáðàí ðûíêîì (ck) (�èñ.2)

V̂k = V −

k−1∑

i=1

Vi,

ck,

V̂k ≤ Vk.

2) Öåíîîáðàçîâàíèå ïî çàÿâêå: öåíû ñîîòâåòñòâóþò çàÿâêàì. (�èñ.3)
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�èñ. 2: Ìàðæèíàëüíîå öåíîîáðàçîâàíèå
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�èñ. 3: Öåíîîáðàçîâàíèå ïî çàÿâêå

Ïóñòü xi - îáúåì ïîñòàâùèêà i. Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:





minx

∑
n

i=1
cixi,

0 ≤ xi ≤ Vi,∑
n

i=1
xi = V.

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è - ýòî ðåøåíèå àóêöèîíà ìàðæèíàëüíîé öåíû - ìíîæèòåëåì

Ëàãðàíæà (wtf?).

Ïóñòü xi - îáúåì, ïðèíÿòûé ó i-ãî ïîñòàâùèêà, xi ∈ [0;Vi]. Èì ñîîòâåòñòâóþò öåíû
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pi, i = 1, n. Òîãäà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñëåäóþùàÿ:





f(x) =
∑

n

i=1
pixi → minn

x∈R
,

xi ≤ Vi, (π
+

i
),

0 ≤ xi, (π
+

i
),∑

n

i=1
xi = Vc, (λ0).

Â ñêîáêàõ ïîìå÷åíû ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è,

êàæäûé èç íèõ - íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Òàê êàê ïîñòàâùèêîâ n, òî îãðàíè÷åíèé

2n+ 1 (äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïî n, ïëþñ òðåòüå).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñîñòàâèòü �óíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ íàøåé çàäà÷è îïòèìè-

çàöèè:

L(x, λ) = f(x) +

n∑

i=1

λigi(x),

L(x, λ0, π) =< p, x > +λ0(< e, x > −Vc) +
n∑

i=1

(< ei, x > −Vi)π
+

i
−

n∑

i=1

(< ei, x >)π−

i
,

ãäå λ0 ≥ 0, π+

i
≥ 0, π−

i
≥ 0.

Òåîðåìà (Êóíà-Òàêêåðà): äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà âåêòîðîâ p∗, x∗
ÿâëÿëàñü ðåøåíèåì

çàäà÷è îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè òàêèå λ∗

0 ≥ 0, π∗

i
≥

0, ÷òî (x∗, λ∗

0, π
∗) ÿâëÿëàñü ñåäëîâîé òî÷êîé �óíêöèè Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùåé çà-

äà÷è.

Èùåì ñåäëîâóþ òî÷êó �óíêöèè Ëàãðàíæà. Äëÿ ýòîãî áåðåì ïðîèçâîäíóþ.





∂L(x, λ0, π)

∂xi

= pi + λ0 + π+

i
− π−

i
= 0,

(< ei, x > −Vi)π
+

i
= 0,

(xi − Vi)π
+

i
= 0,

xiπ
−

i
= 0.

Ïîÿñíèì ñìûñë ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: −λ0 - ðàâíîìåðíàÿ ìàðæèíàëüíàÿ öåíàÿ àóê-

öèîíà, π+

i
- ïðèáûëü i-ãî ïîñòàâùèêà, π−

i
- óáûòîê i-ãî ïîñòàâùèêà. Èç ñèñòåìû ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

pi + π+

i
− π−

i
= −λ0.

Ïóñòü x∗

i
> 0. Òîãäà èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî π∗−

i
= 0 è ñîîò-

âåòñòâåííî pi + π+

i
= −λ0.

Ïóñòü x∗

i
= 0. Òîãäà èç òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî π∗

i
= 0

è ñîîòâåòñòâåííî pi = −λ0.

xi ∈ [0;Vi],
d

dVc

< p, x(Vc) >= −λ0(Vc), ãäå −λ0(Vc) ïîêàçûâàåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü.
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Билет 2 

Применительно к рынкам электроэнергии выделяют два вида аукционов: либо 

это односторонний аукцион, где предложение основано на ценовых заявках продавцов, а 

спрос покупателей оценивается системным оператором (балансирующий рынок), либо 

двусторонний аукцион, когда и покупатели, и продавцы подают ценовые заявки. 

Балансирующий – как и во всех других рынках должна существовать купля-продажа не 

только плановых объемов, но и фактических объемов производства/потребления 

электроэнергии. Эту задачу в российском рынке решает балансирующий рынок. 

Простой аукцион единая цена – аукцион с учетом пропускной способности, основанный 

на зональном ценообразовании. В таком аукционе энергосистема разделяется на зоны, в 

каждой из которых рассчитывается своя единая равновесная цена (зональная цена) и 

определяются принятые объемы. Цены и объемы складываются под воздействием спроса 

и предложения участников рынка внутри зоны, а также с учетом перетоков электрической 

энергии из других зон; 

Аукцион с учетом пропускной способности зональные пены –  

аукцион с учетом потерь и полной картины электрических режимов (условий потоко 

распределения) в единой электрической сети. 

 

Аукцион с учетом всех системных ограничений узловые цены 

Последние два аукциона называются распределенными. В ни решается задача поиска 

равновесной точки при учете связанны ограничений, обусловленных сетевой структурой 

электрической системы, и определяется своя равновесная цена в каждом узле/зоне 

Заметим, что если бы в сети не было потерь и ограничений пропускной способности, то 

цена за электрическую энергию и i самом деле была бы едина по всей энергетической 

системе. Однако из за их наличия (ограничений или потерь) возникает дифференциаци 

цен. Распределенные аукционы рекомендуются не только электроэнергетике, но, к 

примеру, в рынках газа - в любых рынках где существенна транспортная составляющая в 

цене. 

Свойства узловых цен 

Равновесные узловые цены на электрическую энергию определяются для каждого узла 

расчетной модели с соблюдением нижеперечисленных условий: 

а) равновесные цены на электрическую энергию одинаковы для всех объемов 

электрической энергии, точка поставки которых отнесена к одному узлу расчетной 

модели; 

б) для поставщика электрической энергии равновесная цена не может быть ниже цены, 

указанной им в ценовой заявке на объем электрической энергии, отнесенный к 

соответствующему узлу расчетной модели и прошедший (принятый) в аукционе, и не 

может быть выше цены, указанной им в заявке на непрошедший в аукционе объем; 

в) для покупателя электрической энергии равновесная цена не может быть выше цены, 

указанной им в ценовой заявке на объем электрической энергии, прошедший (принятый) в 

аукционе, но и не может быть ниже цены, указанной им в ценовой заявке на тот объем, 

который оказался непринятым в аукционе; 



г) равновесные цены на электрическую энергию должны отражать влияние системных 

ограничений и стоимость потерь электрической энергии, зависящих от 

электроэнергетических режимов. 

Формулы заданы в предыдущем билете. 

 

 





























Билет 4 Формулировка задачи выбора состава включенного 
генерирующего оборудования. Нарушение условий 
индивидуальной рациональности в задаче с бинарными 
переменными, моделирующими состояние оборудование.  
Выбор состава генерирующего оборудования оказывает определяющее влияние на 
ценообразование в конкурентном рынке электроэнергии. Это продиктовано особенностями 
производства электроэнергии на современных электростанциях и вытекающими из этих 
особенностей процедурами планирования. Длительность цикла краткосрочного планирования 
составляет сутки. На предстоящие сутки оператор зоны централизованного управления 
(каковой является ЕЭС РФ), исходя из прогнозируемых условий почасового потребления, 
должен запланировать мощность электростанций, которые будут нести нагрузку для покрытия 
прогнозируемого потребления, а также будут находится в резерве.  
 
В процессе планирования оператор определяет, какие блоки станций будут включены, а какие 
выключены, т.е. определяет состав работающего оборудования. Пуски/остановы большинства 
блоков внутри суток явление скорее исключительное, поскольку по технологии требуется, как 
правило, несколько часов для подготовки блока к работе в нормальном диапазоне 
регулирования. Помимо этого блок при пуске несет дополнительные затраты топлива на 
технологические нужды, что сопоставимо с несколькими часами работы в нормальном режиме. 
После того, как выбор состава определен, в ценообразовании на рынке участвуют только 
пущенные блоки и станции. Все это говорит о том, что цена неоптимального выбора состава 
может оказаться дорогой для рынка.  
 
Особенностью задачи с формальной точки зрения является ее дискретная природа и наличие 
сложных моделей, отражающих технологию и ценовые характеристики блоков 
электростанций. Одним из распространенных подходов к решению задачи является техника 
Лагранжевой релаксации. Все системные ограничения, связывающие разные блоки между 
собой, снимаются с помощью функции Лагранжа, а оставшиеся ограничения формируют набор 
независимых блочных подзадач, которые решаются, в том числе, методами динамического 
программирования. Такой подход зачастую не требовал описания блочных подзадач в форме 
задачи математического программирования с линейными ограничениями и с целочисленными 
переменными. Однако в последнее время возрос интерес именно к линейным целочисленным 
формулировкам данной задачи. 
 

 



 

 



 



 



 



 



 
 
Больше информации для подготовки: 
https://drive.google.com/open?id=0B5DmX7JXGIWaNVJwOE1OdlB0TXc 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Билет 5. Материальные и финансовые балансы. Описание одного из 

экономических агентов (производство, домашние хозяйства, государство, 

коммерческий банк) в однопродуктовой модели. 
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3. процессы общественного воспроизводства складываются из элементарных процессов в многочисленных 

производственных единицах. Совокупные результаты элементарных процессов выражаются в агрегированных 

показателях экономического развития. По возможности макропоказатели и соотношения между ними должны 

быть выведены из исходных микроописаний элементарных процессов на основе обоснованных методов агре-

гирования;  

4. результаты анализа модели необходимо сравнивать с качественными особенностями эволюции модели-

руемой системы.  

Методология САРЭ предполагает, что описание экономической системы начинается с выделения эконо-

мических агентов, деятельность и отношения которых определяют структуру изучаемой экономики и ее эво-

люцию. Деятельность экономических агентов сводится к производству и потреблению материальных благ, 

обмену ими и их распределению. Выбор агента оказывает влияние на состояние агента, которое описывается 

некоторым набором показателей, отражающих результат предыдущей деятельности агента. К таким показате-

лям относятся количества (запасы) материальных активов и финансовых инструментов (финансовых активов 

и обязательств). При построении модели набор активов и обязательств, описывающих состояние агентов, оп-

ределяется одновременно с выделением агентов.  

Материальные и финансовые активы и обязательства обладают одним важным свойством – они являются 

аддитивными величинами. Вследствие этого процессы перераспределения любых активов и обязательств 

можно описать специальными уравнениями, называемыми уравнения балансов. Уравнения материальных ба-

лансов связывают изменения запасов материальных благ у экономических агентов с потоками обменов между 

ними. Согласование и контроль деятельности экономических агентов обеспечивает финансовая система, ко-

торая оперирует стоимостными эквивалентами результатов настоящей и будущей деятельности агентов: до-

ходами, расходами, сбережениями, ссудами и т.д. Практически любому материальному потоку между агента-

ми соответствует поток денежных платежей. Изменения финансовых активов и обязательств с потоками пла-

тежей описываются уравнениями финансовых балансов.  

4.1 Материальные балансы 

Пусть в модели рассматривается множество экономических агентов A . Предположим, что агенты по-

требляют и используют на производственные нужды множество продуктов  и множество ресурсов . Как 

и ранее (см. п. 1.2), мы считаем, что продукты производятся экономическими агентами, которые при этом за-

трачивают другие продукты и ресурсы. Ресурсы поступают агентам из внешней среды, которую мы не отно-

сим к рассматриваемой экономической системе. Деление всех благ на продукты и ресурсы условно и зависит 

от постановки задачи (при описании производства металла ресурсами будут руда и электроэнергия, при опи-

сании энергетической отрасли электроэнергия будет продуктом).  

Для составления материальных балансов важно не то, относится благо к продуктам или ресурсам, а то, 

может ли оно передаваться от агента другим агентам. Если нет, то описание блага является элементом техно-

логических, внутренних, ограничений агента и для него уравнение баланса составлять не нужно.  

Будем рассматривать только те продукты и ресурсы, которыми агенты могут обмениваться. Такие блага 

будем называть товарами. Для описания передачи товаров будем считать, что в экономической системе в каж-

дый момент времени запасы всех товаров целиком распределены между агентами. Получаем аддитивную ха-

рактеристику экономической системы – запас ( )a

iQ t  товара i  , имеющийся в распоряжении каждого 

агента a A  в каждый момент времени t . Запас товара может изменяться в результате: 

- производства (для продуктов) или поступления из внешней среды (для ресурсов) в количестве ( ) 0a

iX t   

единиц в единицу времени; 

- расходования на конечное потребление в количестве ( ) 0a

iC t   единиц в единицу времени; 

- текущих затрат на производство в количестве ( ) 0a

iV t   единиц в единицу времени; 

- капитальных затрат на производство в количестве ( ) 0a

iJ t   единиц в единицу времени; 

- в результате передач товара между агентами a  и b  в количестве ( )ab

iX t  в единицу времени ( ( )ab

iX t  могут 

быть как положительными, так и отрицательными в зависимости от направления передачи товара: ( ) 0ab

iX t   

если товар передается от агента a  агенту b ). Товары передаются без потерь, т.е. ( ) ( )ab ba

i iX t X t  . 

Учитывая все перечисленные, получаем, что изменение запаса товара ( )a

iQ t  описывается уравнением: 
a

a a a a abi
i i i i i

b A

dQ
X C V J X

dt 

     , a A , i  . (4.1) 
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Очевидно, что соотношению (4.1) удовлетворяют любые вещественные блага (автомобили, стулья, вода, 

нефть). Ограничением на использование таких товаров является условие неотрицательности их запасов: 

( ) 0a

iQ t  , a A , i  . Такие товары называются складируемыми.  

Однако запасов некоторых товаров (электроэнергия, труд) не существует физически (относительно элек-

троэнергии это не совсем верно, так как существуют электрические аккумуляторы, однако запасы электро-

энергии в них пренебрежимо малы по сравнению с объемом передачи по сетям). Ограничение на использова-

ние таких товаров состоит с том, что в каждый момент времени сумма затрат, потребления и передач таких 

товаров не должна превосходить их производства и поступлений из внешней среды. С учетом уравнения (4.1) 

это условие означает, что  

( )
0

a

idQ t

dt
 , a A , i  . (4.2) 

Такие товары называются нескладируемыми.  

С помощью уравнений (4.1) и (4.2) также можно описать обмены многими видами услуг, если понимать 

аддитивность услуг следующим образом. В процессе обслуживания агент, предоставляющий услугу, не может 

обслуживать другого агента. Поэтому если включать в балансы услуги по их стоимости, они становятся адди-

тивным активом.  

С помощью балансовых соотношений нельзя описать: 

- общественные блага (в силу их неделимости) – общественную безопасность, затраты на сохранение окру-

жающей среды;  

- знания и информацию в силу того, что при передаче от одного агента другому каких-либо знаний, первый 

агент их не лишается.  

Как правило, изменения запасов товаров у всех агентов несущественны (производители держат на складе 

то, что собираются реализовать в ближайшее время; потребители хранят только товары повседневного поль-

зования; увеличение запасов часто является предвестником экономического кризиса, т.е. некоторых структур-

ных изменений, – производители не могут реализовать произведенную продукцию, потребители запасаются 

продуктами питания и другими товарами), т.е. можно считать, что 
( )

0
a

idQ t

dt
  в левой части (4.1). Если рас-

сматривать чистые выпуски продуктов a a a

i i iY X V  , то балансовые уравнения (4.1) примут вид  
a a a ab

i i i i

b A

Y C J X


    a A , i  . (4.3) 

 

Понятно, что все реальные потоки благ нельзя ни учесть, ни отследить, ни зарегистрировать, поэтому 

возникает проблема агрегирования активов. Она состоит в том, чтобы свести наборы реальных активов в аг-

регаты, у которых сохранялось бы свойство аддитивности и за изменениями которых можно было бы наблю-

дать.  

В экономике большинству передач товаров между агентами ( )ab

iX t  соответствует встречный поток де-

нежных платежей ( )ba

i t , причем ( ) ( )ba ab

i it t   , ,a b A , i  . 

Потокам выпуска ( )a

iX t , текущих ( )a

iV t  и капитальных ( )a

iJ t  затрат также соответствуют денежные по-

токи ( )a

iX t , ( )a

iV t , ( )a

iJ t . Так как все финансовые данные регистрируются бухгалтерским учетом, то за ними 

легко наблюдать, собирая и анализируя соответствующую отчетность. Денежные потоки ( )a

iC t , соответст-

вующие потокам потребления, оцениваются по доходам и расходам потребителей, остальные финансовые по-

казатели отражаются в бухгалтерских балансах предприятий, организаций и государственном бюджете. Ко-

эффициент пропорциональности между потоком платежей и встречным потоком товара представляет собой 

цену товара. При этом вся экономическая статистика базируется на предположении о том, что в каждый мо-

мент времени в экономике существуют единые для всех агентов цены: 
ab ba

i i ip X  , a a

i i iC p C , a a

i i iJ p J , a a

i i iX p X  a a

i i iV pV . 

Систематическая разница цен (например, оптовых и розничных) объясняется наличием посредников, уве-

личивающих стоимость товара за счет дополнительно предоставляемых услуг, которые также входят в список 

рассматриваемых товаров. 

В предположении о существовании в экономике единых цен в соответствии с материальным балансом 

(4.3) должен выполняться соответствующий баланс платежей: 
a a a ba

i

i b A

Y C J
 

    , a a aY X V  . (4.4) 

Здесь выполнено суммирование финансовых балансов агента по всем продуктам. Величины, входящие в ба-

ланс, имеют вполне определенный экономический смысл: 
a a

i

i

Y Y


  – добавленная стоимость, 
a a

i

i

J J


  
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– валовые инвестиции, a a

i

i

X X


  – объем производства, a a

i

i

V V


  – материальные затраты. Эта ин-

терпретация позволяет сопоставлять показатели состояния модельного агента с наблюдаемыми показателями 

хозяйственной деятельности реальных субъектов экономики.  

Просуммировав балансы (4.4) по всем агентам из некоторого множества (например, находящимся в одной 

стране) N A  и учтя тот факт, что взаимные платежи между агентами внутри этого множества уничтожатся, 

получим баланс 
N N N N NY I C J E    , (4.5) 

где N a

a N

Y Y


  – валовой внутренний продукт, N a

a N

J J


  – фонд накопления, N a

a N

X X


  – объем про-

изводства, N a

a N

C C


  – фонд потребления, [ ]N ba

a N b N

E 

 

   – экспорт, т.е. сумма платежей от агентов 

вне множества N , [ ]N ab

a N b N

I 

 

   – импорт, т.е. сумма платежей агентов группы N  агентам, не входящим 

в эту группу. Баланс (4.5) носит название основного макроэкономического тождества, его составляющие 

также регистрируются экономической статистикой.  

Везде далее в этой главе мы уделяем значительное внимание терминологии для того, чтобы обеспечить 

возможность сопоставления модельных балансов с реальной бухгалтерской отчетностью предприятий, на ос-

нове которой определяются и макроэкономические данные.  

Поскольку все экономические показатели являются стоимостными, то для оценки их динамики необхо-

димо иметь возможность сравнивать показатели, рассчитанные для разных лет. Непосредственно такое срав-

нение можно производить, только если стоимость денежной единицы не меняется. Изменение стоимости де-

нежной единицы выражается в том, что на одну и ту же сумму в разные моменты времени можно приобрести 

разное количество товаров. Другими словами, это означает изменение уровня цен.  

Увеличение уровня цен называется инфляцией, уменьшение – дефляцией. 

Для измерения уровня цен используется понятие индекса цен – отношения стоимости определенного на-

бора товаров и услуг для заданного периода к стоимости такого же набора в некотором начальном периоде, 

который называется базовым.  

Пусть требуется определить индекс цен некоторой группы товаров I   . Если группа является дос-

таточно большой (например, более тысячи наименований), то в реальности уследить за изменением цен всех 

товаров группы довольно сложно. Поэтому выбирают представительную подгруппу K I , по которой рас-

считывают индекс всей группы I . Такая подгруппа называется корзиной. Индекс цен в некоторый момент t  

относительно базового периода 0t  для группы I  определяется следующим образом: 

0

( ) ( )

( ) ( )

a

i i

i K a A
I a

i i

i K a A

p t Z

p
p t Z

 

 






 

 
.  

Здесь ip  – цена товара i , а в зависимости от того, что понимают под a

iZ , и от выбора момента времени  , 

получаются разные индексы. При a a

i iZ C  получается индекс цен потребителей, при a a

i iZ X  – индекс цен 

производителей, при a a

i iZ J  – индекс капитальных затрат. Можно выделять и более мелкие группы то-

варов, получая, соответственно, индексы цен продуктов питания или индекс оптовых цен.  

Выбор момента времени   определяет то, какой набор товаров берется за основу подсчета индекса. Если 

t  , т.е. выбраны объемы товаров в текущем периоде, то получается индекс Пааше Паашеp . Если 0t  , т.е. 

выбраны объемы товаров в базовом периоде, получается индекс Ласпейреса Ласпp . Для близких временных 

периодов эти индексы практически не отличаются. Однако для далеких периодов начинает сказываться по-

стоянно происходящее изменение в структуре потребления и производства (если, например, в корзину входит 

товар «телевизор», то по сравнению с периодом тридцатилетней давности изменилась не только цена товара, 

но и существенно изменились объемы потребления). Для компенсации этого эффекта используют индекс 

Фишера Фиш Пааше Ласпp p p  . 

Если возможно было бы измерить индекс цен по всем продуктам и ресурсам, обращающимся в экономи-

ке, то получился  бы индекс цен ВВП, называемый дефлятором ВВП. На практике расчет дефлятора осуще-

ствляется экспертным взвешиванием индексов потребительских цен, индекса цен производителей и индекса 

капитальных затрат с последующей проверкой по производству и потреблению отдельных видов однородных 

продуктов. 

Сравнения экономических показателей в разные моменты времени можно проводить, скорректировав их с 

учетом изменения цен, т.е. с учетом значения индексов цен. Показатели, рассчитанные в текущих ценах (в це-
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нах на момент подсчета), называются номинальными. Показатели, учитывающие рост или снижение цен, на-

зываются реальными. В частности,  

номинальный ВВП
реальный ВВП

дефлятор ВВП
 . 

4.2 Схема межотраслевого баланса 

Заметим, что все рассмотренные в главах 1-3 модели укладываются в предложенное описание, только к 

ним еще необходимо добавить соответствующие принципы оптимальности. Покажем, как в подобной схеме 

записывается модель Леонтьева. 

Поскольку межотраслевой баланс представляется в разрезе чистых отраслей, то множество всех продук-

тов  разбивается на непересекающиеся группы kI , 1,...,k n , 
1

n

k

k

I


 , так, что ни один агент не произво-

дит продукты двух различных групп. Соответственно и агенты распределяются по группам так, что в группу 

kJ  1,...,k n , попадают агенты, производящие продукты группы kI . Группы kJ  образуют чистые отрасли.  

По определению чистой отрасли  
kJ A

i iX X  при ki I  и 0kJ

iX   при ki I , i , 1,...,k n .(4.6) 

 

Как и в модели Леонтьева, будем считать, что отрасли не имеют конечного потребления и не делают ка-

питальных затрат. Кроме того, пренебрежем приростом запасов продуктов. Тогда  

0, 0, 0,
k

k k

J
J Ji
i i

dQ
C J

dt
    i P , 1,...,k n . (4.7) 

Агентов, не производящих продукты, объединим в отдельную группу 0J . Относительно агентов этой группы 

будем считать, что они являются чистыми потребителями и также не накапливают запасов. Тогда 
0

0 00, 0, 0,
J

J Ji
i i

dQ
X V

dt
    0J A

i iC C , 0J A

i iJ J , i .(4.8) 

Группы агентов kJ , 0,...,k n  образуют разбиение всего множества агентов: 
0

n

k
k

J A

  . В силу соотношений 

(4.6)-(4.8) балансы (4.3) приобретают вид: 

 
0

k k m m k

n
J J J J JA

i i i i

m

X V X X


   , ki I , 1,...,k n , (4.9) 

 
0

0 k k m m k

n
J J J J J

i i i

m

V X X


   , ki I , 1,...,k n . (4.10) 

 0 0

0

0 m m

n
J J J JA A

i i i i

m

C J X X


    , i . (4.11) 

Сложив просуммированный по i  баланс (4.10) с балансом (4.11) и выразив потоки обменов продуктами, для 

ki I  получим: 

   0 0

1, 0 1, 0

j j m m jm m

n n n n
J J J J JJ J J JA A

i i i i i i i

j j k m j j k m

C J V X X X X
     

          

     0 0

0 1 0 0

j m m jm m k m m k

n n n n
J J J JJ J J J J J J J

i i i i i i

m j m m

X X X X X X
   

          

     
0 0 0 0

j m m j k m m k k m m k

n n n n
J J J J J J J J J J J J

i i i i i i

j m m m

X X X X X X
   

        . 

С учетом (4.9) получаем баланс 

1

j

n
JA A A

i i i i

j

X C J V


   , ki I , 1,...,k n , (4.12) 

который выражает тот факт, что в замкнутой экономике при неизменных запасах весь продукт расходуется на 

промежуточные затраты, капитальные затраты и конечное потребление. Если теперь сложить балансы (4.12), 

умноженные на цены продуктов ip  и разделить на дефлятор kp , построенный по ценам группы продуктов kI , 

то получится межотраслевой баланс в стоимостном выражении: 

1

n
m

k k k

m

X Z X


  . 
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Здесь kX  – валовой выпуск продукта отрасли k , kZ  – конечное потребление, включающее капитальные за-

траты, продукта отрасли k , m

kX  – межотраслевые поставки продукта k  отрасли m .  

Коэффициенты прямых затрат определяются отношением 
m

m k
k

m

X
a

X
 , с учетом которых окончательно по-

лучаем равенство 

1

n
m

k k m k

m

X a X Z


  , 1,...,k n . 

Оно является записанной построчно моделью Леонтьева (1.25), рассмотренной в п. 1.2.3.1. 

4.3 Финансовые балансы 

Кредитно-финансовая система обеспечивает контроль и согласование деятельности экономических аген-

тов, оперируя стоимостными эквивалентами результатов настоящей и будущей их деятельности. Поэтому для 

каждого экономического агента необходимо составить также финансовые балансы.  

Как мы видели, основные экономические показатели формируются с помощью денежных оценок матери-

альных активов. Таким образом, деньги являются главным средством передачи информации в экономике. С 

другой стороны, при описании, например, деятельности коммерческого банка денежные показатели вообще 

являются основными, поэтому нужно понять, как их следует описывать. Естественно, что деньги являются 

аддитивной величиной, поэтому мы можем говорить о том, что каждый агент a A  в момент времени t  имеет 

запас денег ( )aN t . Изменение этого запаса обусловлено несколькими группами денежных потоков: 

- запас денег меняют платежи за продукты ( )ab ba

i i

i b A 

   и ресурсы  ( )ab ba

i i

i b A 

  ; 

- запас денег меняется вследствие других платежей, не связанных со встречной передачей материальных 

благ или заимствованием (пенсии, налоги, взятки). Такие платежи будем называть трансфертами, и обо-

значать через abT  всю сумму трансфертов, выплаченных агентом a  агенту b . В модели к трансфертам 

следует относить платежи за все блага и активы, продажи которых явно не рассматриваются (для которых 

не выписываются соответствующие материальные балансы); 

- запас денег изменяют отношения заимствования. Обозначим через baL  сумму денег, которую агент a  

должен агенту b  в момент времени t . С точки зрения агента b  величина baL  есть ссуда агенту a . Эта ве-

личина растет при получении новых кредитов и уменьшается при возврате долгов. В результате операций 

с долгами запас денег меняется со скоростью ( )
ba ab

i i

b A

dL dL

dt dt

 ; 

- заимствования baL  сопровождаются встречными потоками процентных платежей abR . Хотя процентные 

платежи являются платой за определенную услугу, тем не менее оказывается проще отделить платежи за 

материальные блага и услуги от чисто финансовых операций.  

Перечисленные операции с деньгами объединяются в виде финансового баланса агента a  в потоках 

(деньги в единицу времени): 

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

a
ba ab ba ab ba ab

i i i i

b A i P b A i R b A

ba ab
ba ab

b A b A

dN
T T

dt

dL dL
R R

dt dt

    

 

        

   

  

 

 (4.13) 

 

Если сложить все такие балансы по агентам a A , то все платежи взаимно уничтожатся, и получится ра-

венство 0a

a A

d
N

dt 

 . Поскольку запасы денег у агентов в реальных экономических системах в целом растут 

со временем, из этого равенства следует, что должны существовать такие агенты, у которых запас денег отри-

цательный. Таких агентов называют эмитентами, их множество обозначим через E A , а для описания их 

деятельности введем показатель суммы денег, выпущенных в обращение, 0a aW N   , a E . Тогда финан-

совый баланс эмитента имеет вид: 
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0 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

ba ab ba ab ba ab

i i i i

b A i P b A i R b A

ba ab a
ba ab

b A b A

T T

dL dL dW
R R

dt dt dt

    

 

        

   

  

 
 (4.14) 

Поток 
adW

dt
 называется эмиссией денег. Для всех агентов, кроме эмитентов, 0aN  , a E . 

Соотношение (4.14) показывает, что величину эмиссии можно рассматривать как обязательства эмитента, 

наравне с кредитами. Разница лишь в том, что по таким обязательствам эмитент не платит проценты и ему не 

известно, кому он должен. Ясно, что все агенты не могут быть эмитентами. Есть и еще одно отличие от креди-

та. Как правило, займы осуществляются на какой-либо оговоренный срок, ранее которого не осуществляется 

возврат средств. Возврат обязательств aW  (изъятие денег из обращения) происходит, если какой-либо агент 

платит за что-либо эмитенту. Но деньги как платежное средство должны давать возможность их владельцу 

оплатить ими что угодно и когда угодно. Это свойство денег называется ликвидностью. Поэтому никакого 

срока возврата обязательств не может существовать.  

Итак, в экономике деньгами служат бессрочные и беспроцентные обязательства выделенных агентов-

эмитентов.  

Однако может возникнуть вопрос о том, почему не может быть платежей обязательствами с процентами. 

Предположим, что все расчеты производятся в кредит, т.е. 0aN   a A  . Тогда  

( ) ( )

( ) ( ).

ba
ba ab ba ab

i i i i

b A b A i b A i

ab
ba ab ba ab

b A b A b A

dL

dt

dL
T T R R

dt

    

  

      

    

  

  

 

Такая форма расчетов существует и называется кредитной линией для юридических лиц и кредитной кар-

точкой для физических лиц (разрешение расходовать средства в счет будущих доходов). В обоих случаях 

кредитор оплачивает счета должника (клиента), записывая платежи в сумму долга и добавляя к ней процент. 

Погашения клиент может делать, когда ему удобно, лишь бы сумма долга не превысила оговоренного (обычно 

довольно большого) лимита.  

Однако полностью перевести расчеты на такую систему нельзя. Можно показать [8], что использование в 

качестве денег только обязательств эмитента с положительной номинальной доходностью автоматически уве-

личивает темп инфляции на величину этой доходности. Это утверждение можно трактовать и как то, что 

обычные деньги имеют отрицательную доходность, равную величине инфляции, взятой с обратным знаком.  

В принципе эмиссия может быть доверена разным агентам: 

- чаще всего эмитентом является государство в лице национального банка (Центрального банка в РФ);  

- в прошлом эмитентами выступали частные банки. В то время в обращении находились банкноты – бес-

процентные бессрочные обязательства различных банков. Эта система превратилась в Федеральную резерв-

ную систему (ФРС) США, объединяющую группу специализированных банков. После образования ФРС, на-

чали выпускаться единые денежные знаки;  

- в средние века в качестве средства платежа использовалась золото и переводные векселя, выданные тор-

говцами. Большая часть таких векселей никогда не оплачивалась золотом, а взаимно погашалась;  

- производители товаров обычно не бывали эмитентами, однако в СССР существовали расчетные счета 

производителей, которые они могли перерасходовать, в результате чего образовывались взаимные недоплаты 

производителей и поставщиков комплектующих и ресурсов. Затем они превратились в так называемые непла-

тежи, представляющие денежные суррогаты, которые в течение некоторого времени использовались в качест-

ве платежных средств с ограниченным кругом обращения;  

- в некоторых ситуациях можно считать эмитентами и домашние хозяйства, которые эмитируют деньги по-

средством кредитных пластиковых карточек с низким процентом.  

Заметим, что этот перечень возможных эмитентов практически исчерпывает все множество экономиче-

ских агентов, которые можно выделить в рыночной экономике. 

4.3.1 ФИНАНСОВЫЕ БАЛАНСЫ В ОСТАТКАХ 

Финансовый баланс (4.13) отражает изменение финансовых активов и обязательств агента в каждый мо-

мент времени. Наличие огромного количества потоков платежей в реальных экономических системах не по-

зволяет использовать для оценки возможностей агента балансы в потоках. Кроме того, финансовая отчет-

ность, которая отражает состояние экономического субъекта, составляется исходя из количеств (запасов) фи-

нансовых активов и обязательств, или, как говорят, в остатках. Финансовый баланс в остатках можно полу-

чить интегрированием по времени баланса в потоках от момента образования агента до интересующего мо-

мента времени. 
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меняя при этом общую схему модели. Примеры того, как могут быть решены задачи последних двух пунктов, 

мы рассмотрели ранее в главах 1 и 2. 

4.4.1 ОДНОПРОДУКТОВАЯ МОДЕЛЬ 

Однопродуктовая модель – это предельно агрегированная модель экономики. Она должна объяснять, как 

изменяются со временем составляющие основного макроэкономического баланса в результате взаимодейст-

вия агентов, рассматривая движение только одного обобщенного продукта – (реального) валового внутренне-

го продукта. 

Если в рассматриваемой экономической системе существенная часть продукта продается за границу, то 

это означает, что часть важных агентов – покупатели экспортных и продавцы импортных продуктов – оказы-

ваются вне рассматриваемой системы. Поэтому мы будем говорить о замкнутой экономике, т.е. будем счи-

тать, что 0E I  . Внутри экономики мы будем различать личное (индивидуальное) потребление и государ-

ственное (общественное). Таким образом, однопродуктовая модель будет описываться на языке потоков вало-

вого внутреннего продукта, валового накопления инвестиций, совокупного личного и государственного по-

требления, удовлетворяющих балансовому уравнению Y C G J   .  

Будем считать, что для производства продукта необходимы затраты ресурсов, основным из которых явля-

ется труд. Обозначим совокупный поток затрат труда через L . 

Такая модель соответствует системе европейского капитализма XIX века. Ориентируясь на нее, мы не бу-

дет рассматривать акционерный капитал, потребительский кредит и обращение ценных бумаг. Однако при 

описании денежной системы мы будем ориентироваться на системы XX века, поскольку более ранние осно-

вывались на не очень подходящем нам золотом стандарте.  

Экономические отношения будем описывать взаимодействием агентов разных типов, каждый из которых 

использует или производит свою часть продукта Y  и свою часть трудовых затрат L . Все множество агентов 

разделим на непересекающиеся подмножества, каждое из которых объединяет агентов одного типа: 

{ } { }A P T H B g c      ,  

где P  – множество производителей, T  – множество торговцев, H  – множество домашних хозяйств, B  – 

множество банков, g  – государство, c  – Центральный банк.  

Теперь рассмотрим отдельных агентов и их балансы. 

4.4.2 ПРОИЗВОДИТЕЛЬ 

Агент-производитель a P  затрачивает часть ресурса aL  и за счет этого производит свою часть ВВП aY . 

Весь произведенный продукт производитель продает торговцам, получая чистый доход Ta

Y , а за использо-

ванный труд он платит домашним хозяйствам заработную плату aH

L . Возможности выпуска производителя 

зависят от технологических ограничений, описание которых мы приводить не будем. Но будем учитывать, что 

производитель может расширять свои производственные возможности за счет капитальных затрат. Для них он 

должен купить продукт aJ  у торговцев, заплатив за него величину валовых инвестиций aT

J . Перечисленные 

величины связаны через индекс ставки заработной платы s  и цену единственного рассматриваемого продукта 

p : 
aH a

L sL  , Ta a

Y pY  , aT a

J pJ  . 

Производителя мы считаем юридическим лицом, владельцем которого являются домашние хозяйства. Все 

трансферты производителя сводятся к выплате дивидендов владельцам и налогов государству. Производитель 

может заимствовать средства у банков. Величина 
BadL

dt
 определяет нетто-кредиты производителю, т.е. раз-

ность потоков новых и погашаемых кредитов. За предоставленные ссуды BaL  производитель платит проценты 
aBR . Помимо займов юридические лица, как правило, держат в банках расчетные счета, представляющие бес-

процентную, бессрочную ссуду производителя банкам. Получаем для производителя следующий финансовый 

баланс: 
a Ba aB

Ta aT aH aH ag aB

Y J L

dN dL dL
T T R

dt dt dt
        ,  

где 
adN

dt
 – прирост кассовых остатков, Ta

Y  – величина чистого дохода, aT

J  – валовые инвестиции, aH

L  – 

фонд заработной платы, aHT  – дивиденды, agT  – налоги, 
BadL

dt
 – прирост ссуд банков, 

aBdL

dt
 – прирост остат-

ков расчетных счетов, aBR  – процентные платежи по ссудам. 

Все производители в совокупности производят весь продукт и расходуют весь ресурс: 
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PY Y , PL L . 

4.4.3 ТОРГОВЕЦ 

Рассмотрим агента-торговца a T . Он покупает у производителя продукт aV  и платит за него деньги, 

при этом скупается весь произведенный продукт и выплачивается вся выручка производителей: 
aP a

Y pV  , 
T a a P

a T a P

V V Y Y Y
 

     , aP TP Ta

Y Y Y

a T a P 

     . 

Продукт продается домашним хозяйствам и государству для потребления, а также производителям для 

капитальных затрат: 
TV C G J   . 

За проданный продукт торговец получает от домашних хозяйств, государства и производителей платежи 
Ha

C , ga

G  и Pa

J  соответственно.  

Так как мы предположили, что вся добавленная стоимость создается производителями, то торговцы явля-

ются чистыми посредниками – цена продажи совпадает с ценой производителя. Но не создавая добавленной 

стоимости, посредники не платят налоги, не расходуют ресурсы, не могут брать кредиты. Они только имеют 

запас наличных и безналичных средств: 
a Ba

Pa ga Ha aP

J G C Y

dN dL

dt dt
     . 

При сложении таких балансов для всей торговли получится равенство 0
T BTdN dL

dt dt
  . 

Чистых посредников нет смысла рассматривать по отдельности, их поведение полностью определяется 

суммарным балансом. Более содержательное описание торговли получится, только если разделить производ-

ство добавленной стоимости между производителями и торговцами.  

4.4.4 ДОМАШНЕЕ ХОЗЯЙСТВО 

Рассмотрим агента-домашнее хозяйство a H . Он покупает у торговцев продукт в количестве aC , за ко-

торый платит сумму, составляющую потребительские расходы: 
aT a

C pC  , HC C . 

Домашнее хозяйство продает труд производителю, получая заработную плату: 
Pa a

L sL  , H PL L L  . 

Домашнее хозяйство может быть владельцем банков или предприятий и получать от них дивиденды. До-

машнее хозяйство платит налоги государству и получает от него трансферты в виде заработной платы госу-

дарственных служащих и пособий. Потребительский кредит мы не рассматриваем, но учитываем сбережения 

домашних хозяйств в банках, за которые оно получает процентные платежи. 

В результате финансовый баланс домашнего хозяйства приобретает вид:  
a aB

Pa aT Ba Pa ag ga Ba

L C

dN dL
T T T T R

dt dt
        , 

где 
adN

dt
 – прирост наличных денег, Pa

L  – зарплата на производстве, aT

C  – потребительские расходы, BaT  – 

дивиденды банков, PaT  – дивиденды производителей, agT  – налоги, gaT  – пособия и зарплата государствен-

ных служащих, 
aBdL

dt
 – прирост сбережений, BaR  – процентные платежи по вкладам. 

4.4.5 ГОСУДАРСТВО 

В рамках рассматриваемой модели государство следует сопоставлять с консолидированным государст-

венным бюджетом, включая внебюджетные фонды (поскольку за счет средств этих фондов осуществляются 

социальные выплаты). Государство реализует общественное потребление, для чего покупает у торговцев про-

дукт, расходы на оплату которого составляют часть государственных расходов. Оставшаяся часть государст-

венных расходов разделяется на оплату труда государственных служащих и пособия населению. В рамках 

нашей модели эта заработная плата должна рассматриваться как трансферт, поскольку в модели никак не учи-

тывается то, за что эти деньги платятся (общественные блага, образование, медицинское облуживание).  

Средства для оплаты государственных расходов государство получает за счет налогов, которые платят 

производители, население и банки. Кроме того, государство получает прибыль Центрального банка.  
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Если доходов не хватает, то государство должно прибегать к заимствованию. Будем считать, что государ-

ство может занимать деньги под процент только у Центрального банка (а не у населения и коммерческих бан-

ков). Это означает отсутствие обращения государственных облигаций.  

С учетом сказанного финансовый баланс государства (фактически, министерства финансов или казначей-

ства) имеет вид: 
a cg

gT cg Bg Pg Hg gH gc

G

dN dL
T T T T T R

dt dt
         ,  

где 
adN

dt
 – прирост кассовых остатков, gT

G  – оплата государственных закупок, cgT  – прибыль Центрального 

банка, BgT  – налоги от банков, PgT  – налоги от производителей, HgT  – налоги от населения, gHT  – пособия и 

зарплата государственных служащих, 
cgdL

dt
 – прирост внутреннего государственного долга, gcR  – процентные 

платежи. 

Разность между доходами и расходами определяет величину профицита или дефицита бюджета.  

Для государства имеет смысл рассматривать только баланс в потоках, поскольку для государства может и 

не выполняться условие обеспеченности кредитов какими-либо активами, а это будет означать возможность 

наличия отрицательных собственных средств.  

4.4.6 КОММЕРЧЕСКИЙ БАНК 

Коммерческие банки в экономике выполняют чисто финансовые функции – выдают кредиты производи-

телям и населению, принимают вклады населения, производят расчеты между производителями. Основным 

источником доходов банков являются процентные платежи. В отличие от других агентов коммерческие банки 

в совокупности представляют достаточно однородную структуру в смысле того, что они производят одни и те 

же операции с одними и теми же средствами – деньгами. Конечно, существуют и межбанковские операции, но 

они не имеют значительного влияния на развитие экономики и обусловлены, в основном, финансовыми по-

требностями самих банков. Поэтому в макроэкономической модели естественно описывать всю систему ком-

мерческих банков одним агрегированным агентом, осуществляющим финансовые операции. Естественными 

ограничениями деятельности банка является соблюдение банковского баланса (сумма активов должна быть 

равна сумме пассивов) и соблюдение резервных требований по средствам клиентов в соответствии с установ-

ленной нормой резервирования.  

Рассмотрим агента «коммерческий банк» a B . Мы считаем его юридическим лицом, находящимся в 

собственности агентов из множества домашних хозяйств и занимающимся исключительно финансовыми опе-

рациями. Это означает, что банк не продает и не покупает продуктов или ресурсов.  

В финансовый баланс коммерческого банка входят результаты операций кредитования производителей, 

ведения расчетных счетов производителей и торговцев, заимствования у населения и Центрального банка: 

( ) ,

a aP Pa Ta Ha aB Ba ca ac
aH ag

Pa aH Ba aB ac

dN dL dL dL dL dL dL dL dL
T T

dt dt dt dt dt dt dt dt dt

R R R R R

          

    

 

где 
adN

dt
 – прирост кассовых остатков, aHT  – дивиденды, agT  – налоги, 

aPdL

dt
 – прирост ссуд производителям, 

PadL

dt
 – прирост остатков расчетных счетов производителей, 

TadL

dt
 – прирост остатков расчетных счетов тор-

говцев, 
HadL

dt
 – прирост сбережений домашних хозяйств, 

aBdL

dt
 – прирост ссуд другим банкам, 

BadL

dt
 – прирост 

ссуд от других банков, 
cadL

dt
 – прирост ссуд Центрального банка, 

acdL

dt
 – прирост резервов в Центральном 

банке, PaR  – процентные платежи от производителей, aHR  – процентные платежи населению, ( )Ba aBR R  – 

сальдо процентных платежей по межбанковским операциям, acR  –  процентные платежи по ссудам Централь-

ного банка. 

4.4.7 ЦЕНТРАЛЬНЫЙ БАНК 

Баланс Центрального банка (ЦБ) в потоках получается сложением балансов остальных агентов с учетом 

того, что Центральный банк является эмитентом: 
c cN W  , c P T H g BW N N N N N     , 

где cW  – сумма денег, выпущенных в обращение.  
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Баланс Центрального банка удобнее записывать в остатках, а не потоках. Поскольку Центральный банк в 

рассматриваемой модели не имеет активов, подлежащих переоценке, баланс в остатках совпадает с отчетным 

балансом и имеет вид: 

cB cg Bc c c cL L L W U O     , 
c

Bc gc cgdO
R R T

dt
   . 

Так как обычно собственные средства ЦБ малы, ими можно пренебречь, поэтому  
cB cg Bc cL L L W   , cg Bc gcT R R  . (4.19) 

Отсюда видно, почему во многих странах законодательно запрещены заимствования государства у ЦБ: под-

ставляя выражение для gcT  в баланс государства, получаем, что процентные платежи по государственному 

долгу взаимно уничтожаются, и правительство получает фактически право эмиссии денег за счет роста gcL . 

Опишем, как происходит регулирование деятельности банковской системы Центральным банком, соотне-

ся его с нашим модельным описанием.  

Рассмотрим баланс Центрального банка в остатках, балансы коммерческих банков в потоках и дополни-

тельно выпишем баланс некоторого коммерческого банка B  в остатках: 
P B c P B T H cW L L L L L L L L U O                    , 

( )P H B B c H gdO
R R R R R T T

dt


             . 

Заметим, что главный доход банку приносят процентные платежи по кредитам производителю. 

Изменения банковского баланса в результате кредитования и оплаты через счет клиента легко переносят-

ся на формальный язык финансовых балансов. Когда банк   выдает кредит своему клиенту-производителю 

 , то расчетный счет клиента L  и задолженность клиента банку L  увеличиваются на одну и ту же величи-

ну, так что баланс не нарушается. Запас денег у банка при этом также не изменяется. Если клиент брал деньги 

для расчетов с другими клиентом этого банка, то дальнейшие операции происходят путем взаимных расчетов 

по расчетным счетам. Таким образом, пока расчеты не выходят за рамки клиентов одного банка, он может 

увеличивать средства клиентов, не меняя при этом запас денег. Эта операция называется кредитной экспан-

сией или кредитной эмиссией.  

Однако ясно, что как только появляется необходимость расчетов с клиентами других банков, возникает 

препятствие на пути кредитной экспансии. Если обеспечение платежей между клиентом   банка   и клиен-

том   банка   происходят при наличии корреспондентских отношений между банками, то банк   перечисля-

ет подлежащую переводу сумму с расчетного счета клиента L  на счет L  своего долга банку   и уведомля-

ет об этом банк  . Банк   увеличивает одновременно свой актив в части долга L  банка   и пассив в части 

расчетного счета клиента L .  

В отсутствие корреспондентских отношений расчеты проводятся через резервы, находящиеся в Цен-

тральном банке. Необходимость держать резервы накладывает определенные ограничения на величины, вхо-

дящие в финансовый баланс коммерческих банков. Предположим, что норма резервирования равна 1  . То-

гда 
c cL L  , ( )c H P TL L L L        –  

средства банка в Центральном банке (резервы) не должны быть меньше доли 1   от суммы всех средств всех 

клиентов банка. Для простоты мы будем считать, что все межбанковские расчеты проводятся через разницу 
c c cL L L    , при этом 0B BL L   . 

Упражнение 12. Выяснить, к чему приводит отсутствие резервирования (норма резервирования равна 0) и полное 

резервирование (норма резервирования равна 1). 

В зависимости от того, как ЦБ размещает собранные резервы, различают несколько систем обращения.  

1. Денежное обращение в замкнутой экономике без натуральной эмиссии. 

Баланс (4.19) предоставляет Центральному банку единственную возможность вложения резервов в акти-

вы, не созданные самой банковской системой – вложение в государственные обязательства: Bc cgL L . Тогда 
c Bc cBW L L  . Это означает, что все наличные деньги и все деньги, использующиеся для безналичных расче-

тов (денежная масса М2), появляются постольку, поскольку коммерческие банки занимают деньги у ЦБ под 

учетную ставку. Такая система действует в США.  

2. Денежное обращение в открытой экономике. 

Мы знаем, что Центральный банк имеет счета в иностранной валюте, однако в силу того, что изначально 

мы описывали замкнутую экономику, у нас не было никакого источника притока иностранной валюты. Для 

того чтобы получить необходимое описание, предположим, что Центральный банк имеет запас валюты (и зо-
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лота) ( )cZ t  и может изменять его за счет покупок и продаж на бирже по текущему курсу ( )w t . Тогда баланс 

Центрального банка в потоках имеет вид: 

0
cB c Bc gc c

Bc gc cgdL dW dL dL dZ
R R T w

dt dt dt dt dt
        . 

Поскольку валюта продается на бирже, то отчетный баланс Центрального банка должен содержать в ак-

тиве оценку валютных резервов по текущему курсу ( ) ( ) ( )c cZ t w t Z t . В этом случае балансовая прибыль со-

держит прибыль от переоценки валютных резервов cdw
Z

dt
. С учетом малости собственных средств ЦБ, полу-

чаем c cB cg Bc Bc cZ L L L L W     , 
c

cg Bc gc dw Z
T R R

dt w
   . 

Отсюда видно, что эмиссия наличных денег может производиться: 

- при обналичивании корреспондентских счетов банков или при получении банками кредитов ЦБ, 

- при кредитовании государства, 

- при покупке валюты на бирже. 

Заметим, что если ЦБ не дает кредитов коммерческим банкам, 0cBL  , и не кредитует государство сверх 

суммы обязательных резервов, cg BcL L , то  
c Bc c Bc AZ L W L N    . 

Это означает, что все высоколиквидные активы агентов полностью обеспечены запасом иностранной ва-

люты. Такая денежная политика носит название валютного управления.  

3. Система денежного обращения в России. 

Российская денежная система прошла несколько этапов. В СССР Госбанк (будущий ЦБ) был единствен-

ным банком. Он регулировал систему денежного обращения, кредитовал производителей, обеспечивал расче-

ты, хранил сбережения населения. Валютные резервы в СССР большого значения не имели в силу отсутствия 

обменов рубля на валюту. Для получения баланса Госбанка необходимо сложить балансы всех коммерческих 

банков с балансом ЦБ, отбросить собственные средства и государственный долг:          
c Pc cP cT cH cN L L L L W     . 

Денежная система периода высокой инфляции 1992-1994 годов сформировалась также в отсутствие част-

ных коммерческих банков, в условиях неопределенных отношений к собственности. ЦБ России осуществлял 

кредитование предприятий (льготные кредиты), вел расчеты и дополнительно кредитовал государственный 

бюджет. Золотовалютные резервы стали играть существенную роль, а сбережения населения обесценились. 

Баланс ЦБ в таких условиях:   c Pc cg c cP cT cN L L Z L L W      . 

Денежная система периода финансовой стабилизации 1995-1998 годов сформировалась в условиях борь-

бы с инфляцией, изменились кредитные отношения, возникшая банковская система взяла на себя функции 

расчетов. Статистические данные показывают, что до 1997 года соблюдался принцип валютного управления. 

В конце 1997 года этот принцип разрушился – ЦБ выдал кредиты государству. 

После кризиса 1998 года денежная политика стала более тонкой. Сначала был восстановлен баланс 
c Bc c Bc AZ L W L N    , затем государство получило дополнительные кредиты от ЦБ, но так, что не возникло 

сильной инфляции. Это позволило выполнить обязательства бюджета и пополнить оборотные фонды пред-

приятий. Оздоровление экономики позволило сводить бюджет с профицитом. При этом часть избыточных 

средств была размещена в ЦБ и использована для увеличения золотовалютных резервов. Таким образом, сей-

час баланс ЦБ нужно записывать в виде          c cB cg c Bc Tc gc cN L L Z L L L W       . 

4.4.8 ПОЛНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ МОДЕЛИ 

Уравнения балансов только связывают переменные, соответствующие действиям экономических агентов. 

Для получения полной системы уравнений, описывающих состояние экономики и ее эволюцию, необходимо 

определить выбор значений этих переменных агентами, т.е. задать стратегии поведения в зависимости от той 

информации, которой располагают агенты. Для этого, в свою очередь, требуется формализовать описание ин-

тересов и целей экономических агентов, их информированность о состоянии экономической системы, а также 

описать отношения (взаимодействия) экономических агентов. В результате такого подхода экономические 

отношения можно представить как результат согласованных действий и взаимодействий экономических аген-

тов. Для каждого агента предполагается описание его действий в зависимости от значения информационных 

переменных, а согласование действий агентов осуществляется поиском таких информационных переменных, 

при которых выполняются все уравнения материальных и финансовых балансов. 

Для окончательного формирования модели необходимо выбрать принципы оптимальности, которыми ру-

ководствуются выделенные агенты, и указать технологические ограничения. Для этого надо описать интересы 

экономических агентов, их информированность о состоянии системы, отношения экономических агентов. Ко-



Билет 6. Динамические межотраслевые модели. Понятия траектории, стационарной траектории, 

динамического равновесия. 

 

 



  

 



 

 



 

 



 

 



 

 



Ȼɢɥɟɬ 7. Ɇɨɞɟɥɶ ȼɚɥɶɪɚɫɚ. Ɇɨɞɟɥɶ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ 
ɜɚɥɶɪɚɫɨɜɫɤɨɝɨ ɬɢɩɚ, ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɟ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɵɯ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɣ. 

 

I Мɨɞɟɥь Ваɥьɪаɫа 

Ɉɩɢɫɚɧɢɟ: 
 Ⱦɟɰɟɧɬɪɚɥɢɡɨɜɚɧɧɚɹ ɷɤɨɧɨɦɢɤɚ (ɤɚɠɞɵɣ ɩɪɟɫɥɟɞɭɟɬ ɫɜɨɢ ɰɟɥɢ) 
 Ɉɛɳɟɫɬɜɨ ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ 2 ɫɟɤɬɨɪɨɜ: ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɨɝɨ ɢ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɶɫɤɨɝɨ 
 ɉɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɢ: ɨɬɞɟɥɶɧɵɟ ɨɬɪɚɫɥɢ, ɮɢɪɦɵ ɢɥɢ ɢɧɞɢɜɢɞɭɭɦɵ 
 ɉɨɬɪɟɛɢɬɟɥɢ: ɜɫɟ ɢɧɞɢɜɢɞɭɭɦɵ, ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɢ ɢ ɭɱɪɟɠɞɟɧɢɹ, ɧɟ 

ɭɱɚɫɬɜɭɸɳɢɟ ɧɟɩɨɫɪɟɞɫɬɜɟɧɧɨ ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟ 
 Ɍɨɜɚɪɵ: ɩɪɨɞɭɤɬɵ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ [ɩɪɨɢɡɜɨɞɹɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɢ] ɢ ɩɟɪɜɢɱɧɵɟ 

ɮɚɤɬɨɪɵ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ (ɪɟɫɭɪɫɵ, ɬɪɭɞ) [ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɨɫɬɶ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ] 
 ɉɨɬɪɟɛɢɬɟɥɢ: ɩɪɨɞɚɸɬ ɪɟɫɭɪɫɵ ɞɥɹ ɩɪɢɨɛɪɟɬɟɧɢɹ ɩɪɨɞɭɤɬɨɜ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ 

ɫ ɰɟɥɶɸ ɩɨɥɭɱɟɧɢɹ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɟɧɢɹ ɨɬ ɜɵɛɢɪɚɟɦɨɝɨ 
ɚɫɫɨɪɬɢɦɟɧɬɚ ɩɪɨɞɭɤɬɨɜ 

 ɉɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶ: ɫɬɪɟɦɢɬɫɹ ɤ ɦɚɤɫɢɦɢɡɚɰɢɢ ɩɪɢɛɵɥɢ ɨɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ 
(ɪɚɡɧɨɫɬɶ ɜɵɪɭɱɤɢ ɨɬ ɩɪɨɞɚɠɢ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɧɨɝɨ ɩɪɨɞɭɤɬɚ ɢ ɡɚɬɪɚɬ ɧɚ 
ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɟ ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟ ɩɪɨɞɭɤɬɵ ɢ ɪɟɫɭɪɫɵ) 

 ȼ ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɦɨɞɢɮɢɤɚɰɢɹɯ ɦɨɞɟɥɢ ȼɚɥɶɪɚɫɚ ɪɚɡɞɟɥɟɧɢɟ ɦɟɠɞɭ 
ɩɪɨɞɭɤɬɚɦɢ ɢ ɪɟɫɭɪɫɚɦɢ ɧɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɫɹ 

 Эɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɚɹ ɫɢɫɬɟɦɚ - ɡɚɦɤɧɭɬɚɹ (ɩɨɥɭɱɟɧɧɚɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɹɦɢ 
ɩɪɢɛɵɥɶ ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɹɟɬɫɹ ɦɟɠɞɭ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɹɦɢ) 

 (!)Ɏɨɪɦɢɪɨɜɚɧɢɟ ɰɟɧɵ: ɤɚɠɞɵɣ ɭɱɚɫɬɧɢɤ ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧɟ 
ɦɨɠɟɬ ɜɥɢɹɬɶ ɧɚ ɰɟɧɭ (ɫɨɜɟɪɲɟɧɧɚɹ ɤɨɧɤɭɪɟɧɰɢɹ) 

 ɐɟɧɚ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɚɹ, ɟɫɥɢ ɫɩɪɨɫ ≤ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ ɞɥɹ ɤɚɠɞɨɝɨ ɬɨɜɚɪɚ 
 Ɇɨɞɟɥɶ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ:  

Ɏɨɪɦɚɥɶɧɨɟ ɨɩɢɫɚɧɢɟ. 
l  ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ, m  ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɟɣ ɢ n  ɬɢɩɨɜ ɬɨɜɚɪɨɜ (ɧɟɬ ɞɟɥɟɧɢɹ ɬɨɜɚɪɨɜ ɧɚ 
ɩɪɨɞɭɤɬɵ ɢ ɪɟɫɭɪɫɵ) 
ɉɨɬɪɟɛɢɬɟɥɶ i ɉɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶ k 

( )iK p - ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɨɯɨɞɚ 

( )i p - ɮɭɧɤɰɢɹ ɫɩɪɨɫɚ (ɫɦ. (1.4)) 

( ) , ( )i

i iK p b p I p   (ɩɪɨɞɚɠɚ 

ɧɚɱɚɥɶɧɨɝɨ ɡɚɩɚɫɚ ɬɨɜɚɪɨɜ 𝑏𝑖 + 
ɧɟɤɨɬɨɪɵɣ ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɣ ɞɨɯɨɞ) 

ɉɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɣ ɩɪɨɰɟɫɫ ( , )x y   

ɉɪɢɛɵɥɶ ɨɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɨɝɨ 
ɩɪɨɰɟɫɫɚ ( , )x y  ɫɨɫɬɚɜɥɹɟɬ ,y x p  => 

ɩɨɜɟɞɟɧɢɟ 

( ', ')
, max ' ',

x y
y x p y x p


   .  

y x -  ɱɢɫɬɵɣ ɜɵɩɭɫɤ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɹ, ݕ௞ = 𝐹ሺݔ௞ሻ - ɨɛɴɟɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ ܻ௞ = ௞ݕ} − ௞ݔ |௞ݔ ∈ 𝑅+௡, ௞ݕ = 𝐹ሺݔ௞ሻ }- 
ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɨɟ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ, ɤɨɦɩɚɤɬ. 𝜓௞- ɮɭɧɤɰɢɹ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ 
(ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɣ 
ɩɪɨɰɟɫɫ) ( )p . ȼ ɬɟɪɦɢɧɚɯ ɱɢɫɬɵɯ 
ɜɵɩɭɫɤɨɜ 

'
( ) { | , max ', }

y Y
p y Y y p y p


    . 



1

m

k

k

Y Y


 - ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɨɟ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ, 0
1

( ) ( )
m

k

k

p p


   - ɮɭɧɤɰɢɹ 

ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɝɨ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ,  0 ( ) | , max ,
y Y

p y Y y p y p


     – ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ 

ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ, ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵɯ ɫ ɬɨɱɤɢ ɡɪɟɧɢɹ ɜɫɟɝɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɨɝɨ 
ɫɟɤɬɨɪɚ. 

Ɍɨɝɞɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɟ ɩɪɨɰɟɫɫɵ, ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵɟ ɫ ɬɨɱɤɢ ɡɪɟɧɢɹ ɜɫɟɝɨ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɨɝɨ ɫɟɤɬɨɪɚ, ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵ ɢ ɫ ɬɨɱɤɢ ɡɪɟɧɢɹ ɤɚɠɞɨɝɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɹ, ɢ 

ɧɚɨɛɨɪɨɬ: 0 0
1

( ) ( ) ( )
m

k

k

p p p


    . 

Дɨɤ-вɨ. ɉɭɫɬɶ ݕ଴ ∈ Ψ଴̅̅ ̅̅ ሺ𝑝ሻ => ݕ଴ = ∑ ௞௠௞=ଵݕ , ௞ݕ ∈ ௞ܻ . ɉɭɫɬɶ ݕ௞′ ∈ Ψ௞ሺ𝑝ሻ => ۃ𝑝, ۄ଴ݕ =∑ ,𝑝ۃ ۄ௞ݕ  ≤ ∑ ,𝑝ۃ ′௞ݕ ۄ = ,𝑝ۃ  ∑ ௞′௠௞=ଵݕ ۄ ≤ ,𝑝ۃ ௠௞=ଵ௠௞=ଵۄ଴ݕ  => ∑ ,𝑝ۃ ۄ௞ݕ = ∑ ,𝑝ۃ ′௞ݕ ௠௞=ଵ௠௞=ଵۄ . Ɍ.ɤ. ۃ𝑝, ۄ௞ݕ ≤ ,𝑝ۃ ´௞ݕ ۄ => ,𝑝ۃ  ۄ௞ݕ = ,𝑝ۃ ′௞ݕ ௞ݕ ,ɞɥɹ ɜɫɟɯ k=1..m ۄ ∈ Ψ௞ሺ𝑝ሻ. ɉɨɥɭɱɢɥɢ: Ψ଴̅̅ ̅̅ ሺ𝑝ሻ ⊆
Ψ଴ሺ𝑝ሻ. Ɉɛɪɚɬɧɨɟ ɟɳɟ ɛɨɥɟɟ ɨɱɟɜɢɞɧɨ. ▄ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ. ɇɚɛɨɪ  * * * * *
1 1,..., ; ,..., ;m ly y x x p  ɧɟɨɬɪɢɰɚɬɟɥɶɧɵɯ ɜɟɤɬɨɪɨɜ ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ 

ɤɨɧɤɭɪɟɧɬɧɵɦ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɟɦ, ɟɫɥɢ  
* *( ), 1,...,k ky p k m  , * *( ), 1,...,i ix p i l   

ɢ ɜɵɩɨɥɧɹɸɬɫɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ ɛɚɥɚɧɫɚ ɫɩɪɨɫɚ ɢ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ: 
* *

1 1 1

m l l
i

k i

k i i

y b x
  

    (ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɟ ≥ɫɩɪɨɫ), * * * *

1 1 1

, ,
m l l

i

k i

k i i

p y b p x
  

     (ɫɬɨɢɦɨɫɬɶ 

ɤɭɩɥɟɧɧɨɝɨ = ɫɬɨɢɦɨɫɬɶ ɩɪɨɞɚɧɧɨɝɨ). 
Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ. ȼɟɤɬɨɪ 

*
p  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɵɯ ɰɟɧ, ɦɧɨɝɨɡɧɚɱɧɨɟ 

ɨɬɨɛɪɚɠɟɧɢɟ 1

( ) ( )
l

i

i

p p


  
 – ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɝɨ ɫɩɪɨɫɚ, ɨɬɨɛɪɚɠɟɧɢɟ 

1

( ) ( )
m

k

k

p b p


   
, ɝɞɟ 1

l
i

i

b b



, – ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɝɨ  ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ. 

Ɍ. (Ɂɚɤɨɧ ȼɚɥɶɪɚɫɚ ɜ ɲɢɪɨɤɨɦ ɫɦɵɫɥɟ). , ,p x p y , ( )x p , ( )y p . 

Дɨɤ-вɨ. 

Ɂɚɦɤɧɭɬɨɫɬɶ =>ɞɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɝɨ 0 ( )y p : 
1

( ) ,
l

i

i

I p y p


 . 

ȿɫɥɢ ݔ ∈ Φሺ𝑝ሻ, ݔ = ∑ 𝑖௟𝑖=ଵݔ 𝑖ݔ , ∈ Φ𝑖ሺ𝑝ሻ , ɬɨ ɢɡ ݔۃ, 𝑝ۄ ≤ 𝐾ሺ𝑝ሻ  (ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɮ-ɢɢ 
ɫɩɪɨɫɚ) ɢɦɟɟɦ ݔۃ𝑖 , 𝑝ۄ ≤ ,𝑏𝑖ۃ 𝑝ۄ + 𝐼𝑖ሺ𝑝ሻ. ɋɭɦɦɢɪɭɟɦ ɩɨ i: ݔۃ, 𝑝ۄ ≤ ,𝑏ۃ 𝑝ۄ + ∑ 𝐼𝑖ሺ𝑝ሻ௟𝑖=ଵ . 

ɋ ɞɪɭɝɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ, ɟɫɥɢ ݕ ∈ Φሺ𝑝ሻ, ɬɨ 𝑏 = ݕ + ∑ ௞௠௞=ଵݕ , ௞ݕ ∈ Ψ௞ሺ𝑝ሻ, 𝑘 = ͳ. . 𝑚. ɉɭɫɬɶ ݕ଴ = ∑ ௞௠௞=ଵݕ ଴ݕ <=  ∈ Ψ଴ሺ𝑝ሻ ɢ ∑ 𝐼𝑖ሺ𝑝ሻ = ,଴ݕۃ 𝑝ۄ௟𝑖=ଵ ,ݕۃ <=  𝑝ۄ = ,𝑏ۃ 𝑝ۄ + ∑ 𝐼𝑖ሺ𝑝ሻ௟𝑖=ଵ . ▄ 

Ɂɚɤɨɧ ȼɚɥɶɪɚɫɚ ɜ ɭɡɤɨɦ ɫɦɵɫɥɟ: ۃ𝑝, ۄݔ = ,𝑝ۃ  .(= ɡɚɦɟɧɢɥɢ ≤ ɧɚ) ۄݕ

ɋ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɩɨɧɹɬɢɣ ɮɭɧɤɰɢɣ ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɝɨ ɫɩɪɨɫɚ ɢ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ 
ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɤɨɧɤɭɪɟɧɬɧɨɝɨ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ ɦɨɠɧɨ ɩɟɪɟɮɨɪɦɭɥɢɪɨɜɚɬɶ. 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ. ɇɚɛɨɪ ( *, *, *)y x p  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɤɨɧɤɭɪɟɧɬɧɵɦ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɟɦ ɟɫɥɢ 

* ( *)x p , * ( *)y p , * *x y  ɢ *, * *, *p x p y .  

Ⱦɥɹ ɧɟɤɨɬɨɪɨɝɨ ɱɚɫɬɧɨɝɨ ɫɥɭɱɚɹ ɦɨɞɟɥɢ ȼɚɥɶɪɚɫɚ - ɦɨɞɟɥɢ Эɪɪɨɭ-Ⱦɟɛɪɟ- ɜ ɥɟɤɰɢɹɯ 
ɞɨɤɚɡɚɧɨ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɟ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ.  



Ɇɨɞɟɥɶ Эɪɪɨɭ-Ⱦɟɛɪɟ: 

1. 
1

( ) , ,
m

i

i ij j

j

K p p b a p y


  , ɝɞɟ i
b  – ɧɚɱɚɥɶɧɵɣ ɡɚɩɚɫ ɬɨɜɚɪɨɜ, ija  – ɞɨɥɹ ɞɨɯɨɞɨɜ 

j -ɝɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɹ, ɤɨɬɨɪɭɸ ɩɨɥɭɱɚɟɬ i -ɣ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɶ, 
1

1
l

ij

i

a


  ɞɥɹ ɥɸɛɨɝɨ j , jy  

– ɱɢɫɬɵɣ ɜɵɩɭɫɤ j -ɝɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɹ. Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɦɵ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɦ, ɱɬɨ 
ɤɚɩɢɬɚɥ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɹ ɫɤɥɚɞɵɜɚɟɬɫɹ ɢɡ ɞɨɯɨɞɚ ɨɬ ɩɪɨɞɚɠɢ ɧɚɱɚɥɶɧɨɝɨ ɡɚɩɚɫɚ ɢ 
ɭɱɚɫɬɢɹ ɜ ɩɪɢɛɵɥɢ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɟɣ. 
2. Ɇɧɨɠɟɫɬɜɨ ܺ𝑖 ⊆ ℝ+௡ , ɧɚ ɤɨɬɨɪɨɦ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɮ-ɢɹ ɩɨɥɟɡɧɨɫɬɢ ( )iu x , ɜɵɩɭɤɥɨ, 

ɡɚɦɤɧɭɬɨ ɢ ɧɟɨɝɪɚɧɢɱɟɧɧɨ. ȿɫɥɢ { }k

ix X  ɢ k

j
k

x

  , ɬɨ k

j
k

x

   ɞɥɹ ɜɫɟɯ j .  

3. Ɏɭɧɤɰɢɹ ɩɨɥɟɡɧɨɫɬɢ ( )iu x  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɢ ɜɨɝɧɭɬɚ ɧɚ 
iX . 

4. Ⱦɥɹ ɥɸɛɨɝɨ i  ɧɚɣɞɟɬɫɹ ɬɚɤɨɣ ɜɟɤɬɨɪ i

ix X , ɱɬɨ i i
x b (ɧɟɧɭɥɟɜɵɟ ɧɚɱɚɥɶɧɵɟ 

ɡɚɩɚɫɵ ɜɫɟɯ ɬɨɜɚɪɨɜ). 
5. ɉɨɬɪɟɛɢɬɟɥɶ ɧɟɧɚɫɵɳɚɟɦ. 
6. Ɇɧɨɠɟɫɬɜɨ ɱɢɫɬɵɯ ɜɵɩɭɫɤɨɜ k -ɝɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɹ 

kY  ɤɨɦɩɚɤɬɧɨ ɢ 0 kY , 

1,...,k m . 

7. ɋɨɜɨɤɭɩɧɨɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɨɟ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ 
1

m

k

k

Y Y


  ɜɵɩɭɤɥɨ. 

II Диɧаɦичɟɫɤая ɦɨɞɟɥь ɪавɧɨвɟɫия 

(Ɉɛɨɛɳɟɧɢɟ ɦɨɞɟɥɢ ȼɚɥɶɪɚɫɚ ɧɚ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢɣ ɫɥɭɱɚɣ – + ɜɪɟɦɹ). 
n  ɬɢɩɨɜ ɬɨɜɚɪɨɜ,  ɜɪɟɦɹ: ɩɟɪɢɨɞɵ [0,1] , [1,2] ,...,[ , 1]t t  ,.... 

ɑɢɫɥɨ ɩɟɪɢɨɞɨɜ T  ɤɨɧɟɱɧɨ ɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨ (2 ɫɥɭɱɚɹ). 
ɉɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɨ: ܼ𝑡 ⊂ ℝ𝑡ଶ௡ - ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɨɟ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ(ɜɫɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɟ 

ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɢ ɜ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ , 1]t t  ), ( , ) tx y Z -  ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɢɣ ɩɪɨɰɟɫɫ, 
ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɸɳɢɣ ɜɵɩɭɫɤ ɜɟɤɬɨɪɚ ݕ ∈ ℝ+௡  ɩɪɨɞɭɤɬɨɜ ɩɪɢ ɦɚɬɟɪɢɚɥɶɧɵɯ ɡɚɬɪɚɬɚɯ ݔ ∈ ℝ+௡ . 

ɉɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ: Ф𝑡: ℝ+௡ → ʹℝ+𝑛  - ɮɭɧɤɰɢɹ ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɝɨ ɫɩɪɨɫɚ, ɫɬɚɜɢɬ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɟ 
ɤɚɠɞɨɦɭ ɜɟɤɬɨɪɭ ɰɟɧ 𝑝𝑖 ∈ ℝ+௡  [ , 1]t t  (ɩɨɫɬɨɹɧɧɵ ɜ ɤɚɠɞɵɣ ɩɟɪɢɨɞ, ɜ ɦɨɦɟɧɬ 1t   

ɫɦɟɧɹɸɬɫɹ ɜɟɤɬɨɪɨɦ 1tp  ) ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ Ф𝑖ሺ𝑝𝑖ሻ ∈ ℝ+௡  -  ɧɚɢɛɨɥɟɟ ɩɪɟɞɩɨɱɬɢɬɟɥɶɧɵɯ 
ɧɚɛɨɪɨɜ ɩɪɨɞɭɤɬɨɜ. 

ɑɬɨɛɵ ɜɪɟɦɹ ɛɵɥɨ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɨ: x  ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɯ ɡɚɬɪɚɬ ɩɪɢɨɛɪɟɬɚɟɬɫɹ ɩɨ 
ɰɟɧɚɦ 

tp  ɩɟɪɢɨɞɚ [ , 1)t t  , ɚ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɧɚɹ ɩɪɨɞɭɤɰɢɹ ɩɪɨɞɚɟɬɫɹ ɩɨ ɰɟɧɚɦ 1tp   

ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɩɟɪɢɨɞɚ. Ɍɨɝɞɚ ɩɪɢɛɵɥɶ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ: 1, ,t tp y p x  . 

ȼ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ ɤɨɧɰɟɩɰɢɟɣ ɨɛɳɟɝɨ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ: ɤɚɠɞɵɣ ɭɱɚɫɬɧɢɤ ɞɟɣɫɬɜɭɟɬ 
ɫɨɝɥɚɫɧɨ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɵɦ ɢɧɬɟɪɟɫɚɦ, ɨɪɢɟɧɬɢɪɭɹɫɶ ɬɨɥɶɤɨ ɧɚ ɰɟɧɵ ɬɟɤɭɳɟɝɨ ɩɟɪɢɨɞɚ: 

 ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɶɫɤɢɣ ɫɟɤɬɨɪ ɮɨɪɦɢɪɭɟɬ ɫɨɜɨɤɭɩɧɵɣ ɫɩɪɨɫ ( )t t tc p , 

 ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɣ ɫɟɤɬɨɪ ɜ ɩɟɪɢɨɞ [ , 1]t t   ɪɟɲɚɟɬ ɡɚɞɚɱɭ ɦɚɤɫɢɦɢɡɚɰɢɢ ɩɪɢɛɵɥɢ: 
1

( , )

max ( , , )
t

t t
x y Z

p y p x


 , ɨɞɧɨ ɢɡ ɪɟɲɟɧɢɣ ɤɨɬɨɪɨɣ 1( , )t tx y   ɜ ɢɬɨɝɟ ɪɟɚɥɢɡɭɟɬɫɹ.  

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ. ɉɨɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɜɟɤɬɨɪɨɜ { , , , }t t t tp c x y , 0,...,t T , ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ 
(ɤɨɧɟɱɧɨɣ) ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɨɣ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɟɣ ɫ ɧɚɱɚɥɨɦ 0y , ɟɫɥɢ: 



1) ( )t t tc p , 0,...,t T ; 

2) 1( , )t t tx y Z  , 0,..., 1t T  ; 

3) 1 1 1 1, , , ,t t t t t t t tp y p x p y p x        ɞɥɹ ɥɸɛɵɯ 1( , )t t tx y Z   , 0,..., 1t T  ; 

4) 
t t tc y x  , 0,...,t T ; (ɨɬɫɭɬɫɬɜɢɟ ɞɟɮɢɰɢɬɚ ɬɨɜɚɪɚ) 

5) , ,t t t t tp c p y x  , 0,...,t T , (ɚɧɚɥɨɝ ɡɚɤɨɧɚ ȼɚɥɶɪɚɫɚ) 
6) , 0T Tp x  . 

Ⱦɥɹ 𝑇 = ∞ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɬɨ ɠɟ, ɧɨ ɛɟɡ ɩ.6. 
ɂɧɬɟɪɩɪɟɬɚɰɢɹ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɨɣ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɢ: ɜ ɤɚɠɞɵɣ ɩɟɪɢɨɞ ɜɪɟɦɟɧɢ [ , 1]t t   

ɭɱɚɫɬɧɢɤɢ ɪɟɲɚɸɬ, ɤɚɤ ɪɚɡɞɟɥɹɬɶ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɧɵɣ ɩɪɨɞɭɤɬɚ ɧɚ ɞɜɟ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ: 
tx (ɢɞɟɬ 

ɧɚ ɧɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɟ ɧɭɠɞɵ) ɢ 
t t ts y x  (ɧɚ ɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ ɩɪɢ ɭɫɥɨɜɢɢ ɩɨɬɪɟɛɧɨɫɬɢ 

ɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɹ 
tc ). Ɋɚɜɧɨɜɟɫɧɵɟ ɰɟɧɵ 

tp  ɫɨɝɥɚɫɭɸɬ ɢɧɞɢɜɢɞɭɚɥɶɧɵɟ ɞɟɣɫɬɜɢɹ 
ɭɱɚɫɬɧɢɤɨɜ ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɬɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɱɬɨɛɵ ɜɵɩɨɥɧɹɥɢɫɶ ɦɚɬɟɪɢɚɥɶɧɵɣ 
ɢ ɫɬɨɢɦɨɫɬɧɨɣ ɛɚɥɚɧɫɵ. 

ɍɫɥɨɜɢɟ 3)  ɞɥɹ ɥɸɛɵɯ 1t  ɢ 2t , 1 20 t t T   :
2 2

1 1

, ,
t t

t t t t t t

t t t t

p y x p y x
 

      

ɞɥɹ ɜɫɟɯ 1( , )t t tx y Z   , 1 2,..., 1t t t  , 
1 1t ty y  , 

2 2t tx x  . Ɍ.ɤ. ɩɪɨɫɭɦɦɢɪɭɟɦ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɚ ɢɡ 

3):    
2 2

1 1

1 1 1 1, , , ,
t t

t t t t t t t t

t t t t

p y p x p y p x   
 

     . ȼ ɷɤɜɢɜɚɥɟɧɬɧɨɦ ɜɢɞɟ: 

 

 

2

1 1 2 2

1

2

1 1 2 2

1

1

1

1

1

, , ,

, , ,

t

t t t t t t t

t t

t

t t t t t t t

t t

p x p y x p y

p x p y x p y



 



 

    

       




  

ɢ ɩɪɢɛɚɜɢɜ ɤ ɨɛɟɢɦ ɱɚɫɬɹɦ ɫɥɚɝɚɟɦɨɟ 
1 1 2 2
, ,t t t tp y p x  ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɪɚɜɟɧɫɬɜ 

1 1t ty y  , 

2 2t tx x  , ɩɨɥɭɱɢɦ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ɜɵɲɟ.  

ɉɪɢ 1 0t   ɢ 2t T  ɩɨɥɭɱɚɟɦ, ɱɬɨ «ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɚɹ ɫɨɫɬɚɜɥɹɸɳɚɹ» ( , )t tx y , 

0,...,t T , ɜɫɹɤɨɣ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɨɣ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɢ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɡɚɞɚɱɢ

( , )
0

max ,
t t t

T

t t t
x y Z

t

p y x
  



  ɩɪɢ ɧɚɱɚɥɶɧɨɦ ɭɫɥɨɜɢɢ 0 0y y  . Ɍɚɤɠɟ ɜɟɪɧɨ ɢ ɨɛɪɚɬɧɨɟ 

ɭɬɜɟɪɠɞɟɧɢɟ.  

ȼɨɡɧɢɤɚɟɬ ɜɨɩɪɨɫ ɨ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɢ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɵɯ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɣ. ɋɞɟɥɚɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ 
ɩɪɟɞɩɨɥɨɠɟɧɢɹ. 

1. Ɉɬɨɛɪɚɠɟɧɢɹ ( )t p  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɩɪɢ ɥɸɛɵɯ 𝑝 ∈ ℝ+௡  ɢ ɩɨɥɭɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵ ɫɜɟɪɯɭ; ɦɧ-

ɜɚ ( )t p  ɜɵɩɭɤɥɵ ɩɪɢ ɥɸɛɨɦ p  ɢ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɵ ɜ ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɫɬɢ ɩɪɢ 𝑝 ∈ ℝ+௡ . 

2. ɋɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɱɢɫɥɨ 0   ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ,p c   ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɩɪɢ ɜɫɟɯ 𝑝 ∈ ℝ+௡  ɢ ( )tc p , 0,1,2,...t  . 



3. Ɇɧɨɠɟɫɬɜɚ 
tZ  ɡɚɦɤɧɭɬɵɟ ɢ ɜɵɩɭɤɥɵɟ ɜ ℝ+ଶ௡ , (0,0) tZ , 

tZ  ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɵ ɜ 
ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɫɬɢ ɩɪɢ 0,1,2,...t  . 

4. ɋɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɩɨɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨɫɬɶ 1( , )t t tx y Z  , 0,1,2,...t  , ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɣ 0t ty x s   , 

ɝɞɟ s  ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɵɣ ɜɟɤɬɨɪ, 1,2,...t  ; 

5. 0 0y  . 

Ɍɪɟɛɨɜɚɧɢɟ 1 ɬɪɚɤɬɭɟɬɫɹ: ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɢ ɮɨɪɦɢɪɭɸɬ ɫɜɨɣ ɫɩɪɨɫ, ɧɟ ɫɱɢɬɚɹɫɶ ɫ 
ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɹɦɢ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ, ɧɨ ɜ ɪɚɡɭɦɧɵɯ ɩɪɟɞɟɥɚɯ. ɇɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 2 ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ 
ɞɨɯɨɞ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ ɜɫɟɝɞɚ ɧɟ ɩɪɟɜɵɲɚɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɣ ɜɟɥɢɱɢɧɵ. ɍɫɥɨɜɢɟ 3 ɞɟɥɚɟɬ 
ɧɟɜɨɡɦɨɠɧɵɦ ɧɟɨɝɪɚɧɢɱɟɧɧɵɣ ɪɨɫɬ ɨɛɴɟɦɨɜ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ. Ɉɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹ 4 ɢ 5 

ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɸɬ ɩɪɨɞɭɤɬɢɜɧɨɫɬɶ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ ɩɪɢ ɭɫɥɨɜɢɢ ɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɨɝɨ ɧɚɱɚɥɶɧɨɝɨ 
ɡɚɩɚɫɚ.  

Тɟɨɪɟɦа. ɉɪɢ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɢ ɭɫɥɨɜɢɣ 1-5 ɞɥɹ ɥɸɛɨɝɨ ɤɨɧɟɱɧɨɝɨ T  ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɚɹ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɹ ɫ ɧɚɱɚɥɨɦ 0y . 

Тɟɨɪɟɦа. ɉɪɢ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɢ ɭɫɥɨɜɢɣ 1-5 ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɟ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɵɟ 
ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɢ ɞɥɹ ɥɸɛɨɝɨ 0 0y  . 

(Ɉɛɟ ɬɟɨɪɟɦɵ ɲɥɢ ɛɟɡ ɞɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɚ). 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ. Ɋɚɜɧɨɜɟɫɧɚɹ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɹ * * * *{ , , , }t t t tp c x y  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɣ, ɟɫɥɢ 
ɞɥɹ ɥɸɛɨɣ ɞɨɩɭɫɬɢɦɨɣ ɩɨɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ( , , )t t tc x y  (ɞɥɹ ɧɟɟ ɜɵɩɨɥɧɹɸɬɫɹ ɭɫɥɨɜɢɹ 2 
ɢ 4 ɩɪɢ 0,1,2...t  ), ɢɫɯɨɞɹɳɟɣ ɢɡ *

0 0y y , ɧɚɣɞɟɬɫɹ ɬɚɤɨɣ ɧɨɦɟɪ t̂ , ɱɬɨ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ˆr t  

ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ * *

0

, 0
r

t t t

t

p c c


  . 

Ⱦɥɹ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɯ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɣ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɦɚɝɢɫɬɪɚɥɶɧɨɟ ɫɜɨɣɫɬɜɨ – ɩɪɢ 
ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɜɫɟ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɟ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɟ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɢ, ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨ ɨɬ 
ɧɚɱɚɥɶɧɨɝɨ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ, ɛɥɢɡɤɢ ɞɪɭɝ ɤ ɞɪɭɝɭ ɩɪɢ ɛɨɥɶɲɢɯ t , ɚ ɤɨɧɟɱɧɵɟ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɵɟ 
ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɢ ɦɨɝɭɬ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɨ ɨɬɥɢɱɚɬɶɫɹ ɞɪɭɝ ɨɬ ɞɪɭɝɚ ɜ ɧɚɱɚɥɟ ɢ ɜ ɤɨɧɰɟ ɩɟɪɢɨɞɚ 
[0, ]T . 

Ʌɢɬɟɪɚɬɭɪɚ: 
 Ʌɟɤɰɢɢ ɩɨ Ⱦɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢɦ ɦɨɞɟɥɹɦ ɜ ɦɚɤɪɨɷɤɨɧɨɦɢɤɟ 
 Ⱥɲɦɚɧɨɜ «Ɇɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɢɟ ɦɨɞɟɥɢ ɢ ɦɟɬɨɞɵ ɜ ɷɤɨɧɨɦɢɤɟ» (ɫɬɪ.104-116) 
 ɉɨɫɩɟɥɨɜɚ «Ⱦɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢɟ ɦɨɞɟɥɢ ɜ ɦɚɤɪɨɷɤɨɧɨɦɢɤɟ» (ɫɬɪ. 33-39) 

 



Билет 8 

Описание модели Рамсея. Магистральное свойство сбалансированного роста. 

Уравнения модели: 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝑌(𝑡) = 𝐶(𝑡) + 𝐼(𝑡), 𝐶(𝑡) ≥ 0, 𝐼(𝑡) ≥ 0

𝑌(𝑡) = 𝑀(𝑡)𝑓 (
𝐿(𝑡)

𝑀(𝑡)
)

𝑑𝑀(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜇𝑀(𝑡) +

𝐼(𝑡)

𝑏
𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑛𝐿(𝑡) → 𝐿(𝑡) = 𝐿0𝑒

𝑛𝑡

𝑠(𝑡) =
𝐼(𝑡)

𝑌(𝑡)

С(𝑡) = (1 − 𝑠(𝑡))𝑌(𝑡)

𝑀(0) = 𝑀0; 𝐿(0) = 𝐿0

 

Где: 𝑌(𝑡) – ВВП, 𝐶(𝑡) – потребление, 𝐼(𝑡) – инвестиции, 

𝑀(𝑡) −  производственные мощности, 𝜇 – темп амортизации, 𝑏 – природная 

фондоемкость, 𝑁(𝑡) – количество рабочей силы, 𝑠(𝑡) – норма накопления. 

Если:  {𝐿(𝑡);𝑀(𝑡); 𝑌(𝑡); 𝐼(𝑡); 𝐶(𝑡)} – решение системы, и для любого 𝑘 ≥ 0 

{𝑘𝐿(𝑡); 𝑘𝑀(𝑡); 𝑘𝑌(𝑡); 𝑘𝐼(𝑡); 𝑘𝐶(𝑡)} – тоже решение, то система однородна.  

𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒
𝛾𝑡, 𝑀(𝑡) = 𝑀0𝑒

𝛾𝑡 , 𝑌(𝑡) = 𝑌0𝑒
𝛾𝑡, 𝐼(𝑡) = 𝐼0𝑒

𝛾𝑡 , 𝐶(𝑡) = 𝐶0𝑒
𝛾𝑡 - режим 

сбалансированного роста, где 𝛾 – скорость роста.  

Подставив их в систему уравнений, получим: (здесь 𝑥0 =
𝑁0

𝑀0
) 

𝛾𝑀0 =
𝐼0
𝑏
− 𝜇𝑀0;  𝑌0 = 𝑀0𝑓(𝑥0); 𝑁0 = 𝑥0𝑀0;  𝑌0 = 𝐼0 + 𝐶0;  𝛾𝑁0 = 𝑛𝑁0 

C 7-ю неизвестными величинами  𝛾, 𝑁0, 𝑀0, 𝑥0, 𝑌0, 𝐼0, 𝐶0 

После преобразований получим следующее: 

𝛾 = 𝑛; 𝐼0 = 𝑏(𝜇 + 𝑛)𝑀0; 𝑁0 = 𝑥0𝑀0; 𝑌0 = 𝑀0𝑓(𝑥0); 𝐶0 = 𝑁0
𝑓(𝑥0) − 𝑏(𝜇 + 𝑛)

𝑥0
 

𝑠 =
𝐼(𝑡)

𝑌(𝑡)
=
𝑏(𝜇 + 𝑛)

𝑓(𝑥0)
 

Потребление на душу населения:   𝑦(𝑥0) =
𝐶(𝑡)

𝑁(𝑡)
=

𝑓(𝑥0)−𝑏(𝜇+𝑛)

𝑥0
, условие максимума 

функции:  f( *) *f ( *)x x x b n     (берем производную по 𝑥0) 

Так как 𝑓(𝑥) ≤ 1, то экономика будет продуктивной если 𝑏(𝜇 + 𝑛) < 1 

𝑦(𝑥0) =
1 − 𝑏(𝑛 + 𝜇)

𝑥0
> 0 при 𝑥0 → ∞ и 𝑏(𝑛 + 𝜇) < 1 

𝑦(𝑥0) =
𝑏(𝑛+𝜇)

𝑥0
< 0 при 𝑥0 → 0  



поэтому максимум потребления на душу населения достигается при конечном значении 𝑥0 = 𝑥
∗ 

Из необходимых условий максимума находим уравнение, определяющее 𝑥∗: 

 
𝑓(𝑥∗) − 𝑥∗𝑓′(𝑥∗) = 𝑏(𝑛 + 𝜇) – правило Солоу.  

𝑌(𝑡)

𝐿(𝑡)
=
𝑘(𝑡)

𝑏
𝑓 (

𝑏

𝑘(𝑡)
) = 𝑓(𝑘(𝑡)) 

𝑘 =
𝐾

𝑁
=

𝑏

𝑥
 - фондовооруженность труда, 𝑓(𝑘) =

𝑀

𝑁
𝑓 (

𝑁

𝑀
) =

𝑓(𝑥)

𝑥
 - средняя произв-ть труда 

Тогда     𝑑𝑘 = −
𝑏

𝑥2
𝑑𝑥           𝑓′(𝑘)𝑑𝑘 =

𝑓′(𝑥)𝑥−𝑓(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥    откуда получаем      𝑓′(𝑘) =

𝑓(𝑥)−𝑓′(𝑥)𝑥

𝑏
   

Тогда из 𝑓(𝑥∗) − 𝑥∗𝑓′(𝑥∗) = 𝑏(𝑛 + 𝜇) получаем 𝑓′(𝑘∗) = 𝑛 + 𝜇 – правило Солоу. 

Динамическая оптимальность: 

С учетом начальной системы необходимо найти максимум функционала ⟨𝑦⟩ =
1

𝑇
∫

𝐶(𝑡)

𝑁(𝑡)
𝑑𝑡

𝑡0+𝑇

𝑡0
  

В качестве фазовой переменной берем 𝑘(𝑡) =
𝑏𝑀(𝑡)

𝑁(𝑡)
, а в качестве управляющего воздействия 

𝑠(𝑡) =
𝐼(𝑡)

𝑌(𝑡)
, с учетом 𝑌(𝑡) = 𝑁(𝑡)𝑓(𝑘(𝑡)).  

Тогда 𝑘′ =
𝑏𝑀′𝑁−𝑏𝑀𝑁′

𝑁2
=

𝑏𝑀′

𝑁
−
𝑏𝑀𝑁′

𝑁2
= 𝑘 (

𝑀′

𝑀
−
𝑁′

𝑁
) = 𝑘 (

𝐼

𝑏𝑀
− (𝑛 + 𝜇)) = 𝑘 (

𝑠𝑌

𝑏𝑀
− (𝑛 + 𝜇)) =

𝑘 (
𝑠𝑁𝑓̃(𝑘)

𝑏𝑀
− (𝑛 + 𝜇)) = 𝑠(𝑡)𝑓(𝑘(𝑡)) − (𝑛 + 𝜇)𝑘(𝑡)  

𝐶(𝑡) = 𝑌(𝑡) − 𝐼(𝑡) = 𝑌(𝑡)(1 − 𝑠(𝑡)) = 𝑁(𝑡)𝑓(𝑘(𝑡))(1 − 𝑠(𝑡)) 

Приходим к следующей задаче оптимального управления: 

{
 
 
 

 
 
 ∫ 𝑓(𝑘(𝑡))(1 − 𝑠(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

0

→ 𝑚𝑎𝑥

𝑠(𝑡) ∈ [0; 1]

𝑘(0) =
𝑏𝑀0
𝑁0

𝑑𝑘

𝑑𝑡
= 𝑠(𝑡)𝑓(𝑘(𝑡)) − (𝑛 + 𝜇)𝑘(𝑡)

 

Гамильтониан данной системы: 𝐻(𝑘, 𝑞, 𝑠) = 𝑞 (𝑠(𝑡)𝑓(𝑘(𝑡)) − (𝑛 + 𝜇)𝑘(𝑡)) + 𝑓(𝑘(𝑡))(1 − 𝑠(𝑡)) 

При достаточно большом горизонте планирования график фазовой переменной имеет следующий 

вид: 

 



Магистральное свойство сбалансированного роста: 

Если при фиксированном начальном условии 𝑘0 увеличивать горизонт планирования Т, то  все 

большая часть оптимальной траектории будет совпадать со сбалансированным ростом, а 

значение функционала на оптимальной траектории будет приближаться к значению душевого 

потребления на оптимальном сбалансированном росте. Это явление – слабая зависимость 

оптимальных траекторий от начальных условий (а фактически и от конкретного вида 

функционала) при больших горизонтах планирования – называется магистральным свойством. 

 



9 Существование равновесия в модели Неймана  

Теперь обратимся к учету фактора времени в линейных производственных моделях и сначала 

рассмотрим динамический вариант модели Неймана. Будем считать, что матрицы затрат A  и 

выпуска B  постоянны, а вектор интенсивностей x  меняется со временем. Также предположим, 

что 

• экономика функционирует в течение T  периодов времени;  

• в каждый период [ 1, ]t t  для производства применяется один из процессов множества 

{( , ) | 0 : , }C y z x y Ax z Bx     , характеризующихся вектором интенсивностей ( )x t ; 

• на производство в периоде [ , 1]t t   могут быть потрачены только те продукты, которые были 

произведены в период [ 1, ]t t  (модель является замкнутой), т.е. ( ) ( 1)Ax t Bx t  . Значение 

величины начальных запасов (0)Bx  считается. Последовательность векторов 

(1), (2),..., ( ) { ( )}
def

x x x T x T , удовлетворяющая этому неравенству, будем называть планом. 

Здесь мы учтем отмеченный в самом начале главы 2 факт разделения во времени моментов 

оплаты производителями затрат и получения выручки от продаж. Для этого мы предположим, что 

все товары имеют цены, изменяющиеся от периода к периоду: ( 1)ip t   – цена единицы продукции 

в период [ 1, ]t t , 1( 1) ( ( 1),..., ( 1))np t p t p t    , ( 1) 0p t   . В таком случае доход 

производственного процесса ( , )j ja b  в период [ 1, ]t t  составляет ( ), ( 1),j jp t b p t a  . 

Поскольку рассматриваемая экономическая система является замкнутой, то в ней должно 

выполняться условие сохранение денежной массы. Это означает, что ни один из процессов не 

должен иметь положительного дохода: ( 1) ( )p t A p t B  . 

В явном виде предположения о неизменности денежной массы и постоянном ее обращении 

(вся выручка от продажи идет на закупку сырья) записывается в виде системы: 

( 1) ( ) ( ) ( )p t Ax t p t Bx t  , 1,2,...,t T  (0.1) 

( ) ( 1) ( ) ( )p t Bx t p t Ax t  , 1,2,...,t T . (0.2) 

 

При изучении поведения динамических систем важную роль играют стационарные 

траектории. 

Определение. Траектория { ( )}x t  называется стационарной, если существует число 0  , 

такое что ( ) ( 1)x t x t   (или ( ) (0)tx t x ).  

Для того чтобы траектория интенсивностей { ( )} { }tx t x  была стационарной в модели 

Неймана, необходимо и достаточно, чтобы Ax Bx  . Аналогично, траектория цен { ( )} { }tp t p  

стационарная тогда и только тогда, когда pA pB  .  

Для стационарных траекторий интенсивностей и цен условия неизменности денежной массы 

(0.1) и (0.2) принимают, соответственно, вид: pAx pBx  , pAx pBx  . 

Определение. Модель Неймана находится в состоянии динамического равновесия, 

описываемого параметрами ( , , , )x p  , где числа 0  , 0  , а x , p  – неотрицательные векторы, 

если 

Ax Bx  , pA pB  , pAx pBx  , pAx pBx  . (0.3) 

 

Из системы (0.3) следует, что 
def

    , т.е. темп роста интенсивности производства и темп 

падения цен совпадают. 

Определение. Невырожденным положением равновесия в модели Неймана называется тройка 

( , , )x p , где 0  , mx  , np  , удовлетворяющая соотношениям: 

Ax Bx   (0.4) 

pA pB   (0.5) 



0pAx  . (0.6) 

 

Луч { | 0, }y y x    , где вектор x  участвует в невырожденном положении равновесия, 

называется лучом Неймана. 

Теорема. Пусть в модели Неймана 0A  , 0B   и в матрице A  нет нулевых столбцов, в 

матрице B  нет нулевых строк. Тогда существует решение системы (0.4)-(0.6). 

Условия этой теоремы означают, что нет производственных процессов, которые ничего не 

тратят, и всякий процесс производит продукт.  

Доказательство. Рассмотрим задачу линейного программирования  

min

( ) 0, , 1, 0.n m

u

A B x ue x e x    
 (0.7) 

Здесь   – числовой параметр, x , u  – переменные, ne  – n -мерный единичный вектор, me  – m -

мерный единичный вектор. Функция ( )u  , являющаяся значением задачи (0.7) в зависимости от 

параметра  , обладаем следующими свойствами: 

1) ( )u   непрерывна на всей числовой оси, 

2) (0) 0u  , 

3) lim ( )u





  , 

4) ( )u   монотонно убывает. 

Из этих свойств следует, что существует 0  , для которого ( ) 0u   . Обозначим через x  

соответствующее решение задачи (0.7). Тогда , 0Ax Bx x  .  

Рассмотрим задачу, двойственную к (0.7): 
max

( ) 0, , 1, 0.n n

v

p A B ve p e p    
 (0.8) 

По теореме двойственности ( ) 0v   . Обозначим через p  соответствующее решение задачи (0.8). 

Тогда , 0pA pB p  . Таким образом, тройка 1( , , )x p   является положением равновесия в 

модели Неймана. Однако оно может быть вырожденным.  

Для указания невырожденного положения равновесия рассмотрим множество решений 

уравнения ( ) 0u   . Из свойств функции ( )u   нетрудно заключить, что это множество является 

отрезком 0 1[ , ]  , причем 0 0  . Покажем, что существует невырожденное равновесие, 

соответствующее числу 1

1  .  

Среди всех решений p  задачи (0.8) выберем *p , для которого вектор *p A  обладает 

наибольшим числом положительных компонент. Теперь покажем, что существует вектор *x , 

который образует вместе с указанными   и *p  невырожденное положение равновесия. Допустим 

противное. Тогда из того, что 1( ) 0A B x   и 0x   следует, что * 0p Ax  . По теореме о линейных 

неравенствах, это означает, что существует неотрицательный вектор q , удовлетворяющий 

условию *

1( )q A B p A  .  

Вектор q  обладает следующими свойствами: 

1( ) ( ) , { | ( ) 0}j j jqA qB для j j pA   , 

1( ) ( ) 0, { | ( ) 0}j j jqA qB для j j pA    , 

которые означают, что существует 0   такой, что 1( )qA B   , т.е. вектор ( ,0)q  допустим для 

задачи (0.8) при 1    . Следовательно, 1 1( ) ( ) 0u v       , что противоречит свойствам 

функции ( )u   и максимальности числа 1 . Тем самым показано, что числу 1  отвечает 

невырожденное положение равновесия 1 * *

1( , , )x p , и теорема доказана.  

Приведенное доказательство является конструктивным, поскольку оно указывает способ 

нахождения числа 1 , определяющего темп роста экономики в модели Неймана. 



Отметим связь между состояниями равновесия модели Неймана и решениями задач (0.7) и 

(0.8). 

Теорема. Тройка ( , , )x p  является положением равновесия (быть может, вырожденного) в 

модели Неймана тогда и только тогда, когда 1( ) 0u    , а пары ( ,0)x  и ( ,0)p  являются, 

соответственно, решениями пары двойственных задач (0.7) и (0.8) при 1   . 

Определение. Число   называется темпом роста.  

Определение. Число 0  называется числом Неймана, число 1  – числом Фробениуса модели 

Неймана ( , )A B . 

Числа 1

0   и 1

1   определяют, соответственно, максимально и минимально возможные 

темпы роста по стационарной траектории.  

Отметим имеющуюся аналогию между собственными числами матрицы Леонтьева и темпами 

роста модели Неймана с точки зрения продуктивности. 

Определение. Модель Неймана ( , )A B  продуктивна, если система Bx Ax c  , 0x  , имеет 

решение при любом 0c  . 

Теорема. Модель Неймана продуктивна тогда и только тогда, когда ее число Фробениуса 

меньше 1.  

 



	
	 	10.	Модель	парной	линейной	регрессии.	Метод	наименьших	квадратов.	

Теорема	Гаусса-	Маркова.		



	
	 	



	
	
	 	



	
	



11. Модель множественной регрессии. Метод 

наименьших квадратов. Теорема Гаусса-Маркова.

 











Билет 12
Понятие временного ряда. Понятие строго стационарного

временного ряда. Условия стационарности временного ряда в
широком смысле.

Пусть t1, t2, ..., tm, ... (ti 6 ti+1 ∀i) - дискретные моменты времени. Пусть Xt1 , Xt2 , ..., Xtm , ... -
случайные величины, соответствующие этим моментам времени. Последовательность Xt1 , Xt2 ,
..., Xtm , ... называется временным рядом.

F (xt1 , ..., xtn) = P{Xt1 < xt1 , ..., Xtn < xtn} - совместная функция распределения величин Xt1 , ...,
Xtn .

p(xt1 , ..., xtn) - совместная плотность распределения величин Xt1 , ..., Xtn .

Определение 1.
Ряд Xt называется строго стационарным или стационарным в узком смысле, если совместное
распределение m наблюдений Xt1 , Xt2 , ..., Xtm не зависит от сдвига по времени, то есть совпадает
с распределением Xt1+τ , Xt2+τ , ..., Xtm+τ (то есть p(xt1 , ..., xtn) = p(xt1+τ , ..., xtm+τ )) для любых
m, τ , t1, ..., tm.

Определение 2.
Ряд Xt называется слабо стационарным или стационарным в широком смысле, если среднее,
дисперсия и ковариации Xt не зависят от момента времени t:

E(Xt) = µ < ∞, D(Xt) = γ(0), Cov(Xt, Xt+τ ) = γ(τ).

Из строгой стационарности следует слабая стационарность. В дальнейшем под стационарностью
будем понимать слабую стационарность.

Для стационарного ряда обозначим через ϱ(τ) = corr(Xt, Xt+τ ) =
γ(τ)
γ(0)

коэффициент корреляции.
ϱ(τ) = ϱ(−τ).

Примеры.

1. Гауссовский процесс - ряд Xt с независимыми одинаково распределенными наблюдениями,
подчиняющимися нормальному закону:

Xt ∼ N(µ, σ2), t = 1, 2, ..., n, ϱ(τ) = 0 ∀τ ̸= 0.

Стационарен.

2. Процесс «белого шума» - временной ряд εt с независимыми одинаково распределенными
наблюдениями:

E(εt) = 0, D(εt) = σ2, t = 1, 2, ..., n, ϱ(τ) = 0 ∀τ ̸= 0.

Стационарен.

1



3. Гауссовский процесс «белого шума» - временной ряд εt с независимыми одинаково распре-
деленными наблюдениями, подчиняющимися нормальному закону с нулевым математическим
ожиданием:

εt ∼ N(0, σ2), t = 1, 2, ..., n, ϱ(τ) = 0 ∀τ ̸= 0.

Стационарен.

4. Процесс AR(1) (autoregressive model):

Xt = aXt−1 + εt, a ̸= 0,

где εt - процесс белого шума. Стационарен при |a| < 1.
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Билет 13. Нестационарный процесс авторегрессии – ин-
тегрированного скользящего среднего ARIMA(p,d,q).

Рассмотрим нестационарный ряд случайного блуждания Xt = Xt−1 + εt. При взятии пер-
вой разности ∆Xt = Xt −Xt−1 получается стационарный ряд ∆Xt = Yt = εt.

Рассмотрим ряд вида:
Xt = a+ bt+ γt2 + εt

(тренд является параболической функцией времени)

∆Xt = a+ bt+ γt2 + εt − a− bt+ b− γt2 + 2γt− γ − εt−1 = b+ 2γt− γ + εt − εt−1

∆2Xt = ∆Xt − ∆Xt−1 = 2γ + εt − 2εt−1 + εt−2

Бокс и Дженкинс выделили класс нестационарных рядов ARIMA(p,d,q), который взятием
d последовательных разностей приводится к стационарному (p-параметр AR-части, d-степень
интеграции,q-параметр MA-части). ARIMA является расширением моделей ARMA.

ap(L)(1 − L)dXt = bq(L)εt

Если обозначить ap(L)(1 − L)dXt = Yt, получим стационарный процесс.

Задачу построения модели ARIMA по реализации случайного процесса Бокс и Дженкинс
разбили на 4 этапа:

• Установить порядок интеграции d (то есть добиться стационарности ряда). После получаем
временной ряд, к которому нужно подобрать ARMA(p,q) (то есть установить порядок p и q),
исходя из автокорреляционной и частной автокорреляционной функций;

• Оценивание a1, ..., ap, b1, ..., bq при условии, что известны p и q;

• По остаткам осуществляется тестирование (диагностика модели);

• Использование модели для прогнозирования значений временного ряда.

Рассмотрим процесс Xt = aXt−1 + εt ∼ WN(0, σ2).

Оценка матожидания: X̄ =
1

T

∑T
t=1Xt.

Оценка дисперсии: S2 = T−1
∑T

t=1(Xt − X̄)2.

Оценка коэффициента автокорреляции: ρ̂k =
1

TS2

∑T
t=k+1(Xt − X̄)(Xt−k − X̄).



           
       
         

        
       

          
         

        
     

        
       
           

   
         

         
           

       
           

         
       

      
    

 
         

     
        

       
                

         
         
         

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, â ÷àñòíîñòè ARIMA, êàê 
íåêîòîðóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ îáðàòíîé ñèòóàöèåé, êîãäà ó íàñ åñòü ðåàëèçàöèÿ 
ðÿäà, è íàäî ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ 
ìîãëà áû ïîðîäèòü òàêóþ ðåàëèçàöèþ, òî åñòü ïîñòðîèòü ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî 
ïðî- öåññà. Ïîëüçóÿñü òåðìèíîëîãèåé Ä. Õåíäðè, áóäåì èíîãäà íàçûâàòü òàêóþ 
ìîäåëü
DGP (Data Generating Process). Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðåäëîæèëè ñëåäóþùèé ïîäõîä 
ê âûáîðó ìîäåëè òèïà ARIMA ïî íàáëþäàåìîé ðåàëèçàöèè âðåìåííîãî ðÿäà.

  Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü ýòîò ìåòîä, íàäî ââåñòè åùå îäíî ïîíÿòèå, êîòîðîå 
íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, çàíèìàÿñü îöåíèâàíèåì èëè ïîäáîðîì ìîäåëè, ïîðîæ- 
äàþùåé ðåàëèçàöèþ âðåìåííîãî ðÿäà. Ìû ãîâîðèëè, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ –
ýòî ôóíêöèÿ êàê áû äâóõ âåëè÷èí: âðåìåíè è ñëó÷àéíîñòè. Êîãäà ñëó÷àéíîñòü ôèê- 
ñèðîâàíà, ìû ðàññìàòðèâàåì îäíó ðåàëèçàöèþ. Îäíàêî âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ êà- 
ñàþòñÿ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

{E X t } è äðóãèå. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî â êàæäûé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìû

èìååì âñþ ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó 
ìîìåíòó âðåìåíè. Âñÿêèé ðàç óñðåäíåíèå èäåò ïî ïîâòîðÿþùåéñÿ âûáîðêå. Îäíàêî 
â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè – îäíà åäèíñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ïîýòîìó ëþáàÿ ñòàòèñòè- 
êà, ñ êîòîðîé ìû áóäåì èìåòü äåëî, ìîæåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî ðåàëèçàöèþ, à íå 
ïîâòîðÿþùóþñÿ âûáîðêó. Åäèíñòâåííîé, ïî ñóòè, âîçìîæíîñòüþ îñòàåòñÿ óñðåäíå- 
íèå ïî ðåàëèçàöèè, ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó íàì íóæíû îñíîâàíèÿ, ÷òîáû ñ÷èòàòü, ÷òî 
óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè â êàêîì òî ñìûñëå ýêâèâàëåíòíî óñðåäíåíèþ ïî âñåâîçìîæ- 
íûì çíà÷åíèÿì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïðîöåññû, êîòîðûå îáëàäàþò òàêèì 
ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè (ergodic). Íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïðîöåññà áûòü 
ñòàöèîíàðíûì, âîîáùå ãîâîðÿ, íóæíî åùå, ÷òîáû ïðîöåññ áûë ýðãîäè÷åñêèì. Èíîãäà 
ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò ñâîéñòâîì õîðîøåãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Ðàçáðîñàííûå â ðàçíûå 
ìîìåíòû âðåìåíè çíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà äîëæíû ñîñòàâèòü òàêóþ æå êà÷åñò- 
âåííî âûáîðêó, êàê ïîâòîðíàÿ âûáîðêà â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè.

  Ýðãîäè÷íîñòü – ýòî ñâîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè- 
äàíèé èñïîëüçîâàòü óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè (ïî ðåàëèçàöèè). Íàïðèìåð, ìû õîòèì 
îöåíèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ìû äîëæíû âçÿòü âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â 
îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè t. Ó íàñ òàêèõ íåò. Íî ó íàñ åñòü çíà÷åíèÿ â äðóãèå 
ìîìåíòû âðåìåíè. Ñâîéñòâî õîðîøåãî ïåðåìåøèâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ó íàñ 
äîñòàòî÷íî äëèííàÿ ðåàëèçàöèÿ, òî ìîæíî çàìåíèòü óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ, ïî 
ìíîæåñòâó, óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ áûë

ýðãîäè÷íûì, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ [3] 0)(
1

1  → ∞→
=

− ∑ T

T

k
kT γ .

Ìû âèäèì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ARMA(p,q) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ýðãîäè÷-
íîñòè. Íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêèì. Íî íå âñÿêèé ñòà-
öèîíàðíûé ïðîöåññ ýðãîäè÷åí, õîòÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé íàëè÷èå ñòàöèîíàð-
íîñòè íåÿâíî ïîäðàçóìåâàåò ýðãîäè÷íîñòü. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî îäíîé ñòàöèîíàð-
íîñòè ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå ðåàëèçàöèé íåäîñòàòî÷íî.

Çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè òèïà ARIMA ïî ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðåäëîæèëè ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

I ýòàï

1. Óñòàíîâèòü ïîðÿäîê èíòåãðàöèè d, òî åñòü äîáèòüñÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðÿ-
äà, âçÿâ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
«îñòàöèîíàðèòü» ðÿä.

Ïîäõîä Áîêñà-Äæåíêèíñà

http://www.pdffactory.com


2. Ïîñëå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì âðåìåííîé ðÿä tY , ê êîòîðîìó íóæíî ïîäîá-

ðàòü óæå ARMA(p,q). Èñõîäÿ èç ïîâåäåíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé (SACF) è ÷àñòíîé
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé (SPACF)4), óñòàíîâèòü ïàðàìåòðû p è q.

I ýòàï ïðèíÿòî íàçûâàòü èäåíòèôèêàöèåé ìîäåëè ARIMA(p,d,q). Ýòî âñåãî
ëèøü îïðåäåëåíèå âåëè÷èí p, d, q, íî èìåííî â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ñíà÷àëà
d, à ïîòîì p è q.

II ýòàï

Îöåíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ qp βββααα ,...,,,,...,, 2121  ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû óæå

çíàåì p è q.

III ýòàï

Ñòàíäàðòíàÿ äëÿ ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ïðîöåäóðà. Ïî îñòàòêàì îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå èëè äèàãíîñòèêà ïîñòðîåííîé ìîäåëè.

IV ýòàï

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè, â îñíîâíîì, äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ áóäóùèõ çíà÷åíèé
âðåìåííîãî ðÿäà.

Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðèìåíèëè ýòîò ïîäõîä êî ìíîãèì âðåìåííûì ðÿäàì, êîòî-
ðûå áûëè èçâåñòíû â òî âðåìÿ, êàê ê ôèíàíñîâûì, òàê è ê ìàêðîýêîíîìè÷åñêèì.
Ïðàâäà, íàäî ñêàçàòü, ÷òî ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ðÿäû òîãäà áûëè, â îñíîâíîì, êî-
ðîòêèå. Áîêñ è Äæåíêèíñ ñìîãëè ïîñòðîèòü ìîäåëè òèïà ARIMA äëÿ âñåõ èññëå-
äóåìûõ ðÿäîâ è óñòàíîâèëè, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ýêîíîìè÷åñêèå ïðî-
öåññû îïèñûâàþòñÿ ìîäåëÿìè ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè âåëè÷èíàìè ïàðàìåò-
ðîâ p è q, à ïàðàìåòð d îáû÷íî íå ïðåâûøàåò 2. Ê òîìó æå îêàçàëîñü, ÷òî òî÷-
íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî ìîäåëÿì ARIMA îêàçàëàñü âûøå, ÷åì äàâàëè â òî âðåìÿ
ýêîíîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè. Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðèëîæèëè ìíîãî óñèëèé, ïðîïàãàíäè-
ðóÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé òèïà ARIMA, êîòîðûå äàþò óäîáíîå è êîìïàêòíîå îïè-
ñàíèå î÷åíü ìíîãèõ ïðîöåññîâ.

Åñëè èññëåäóåìûé ðÿä íåñòàöèîíàðíûé, òî åãî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíê-
öèÿ íå áóäåò óáûâàòü. Åñëè ðÿä ñòàöèîíàðåí, òî ìû çíàåì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî
íîìåðà, òåîðåòè÷åñêèå àâòîêîððåëÿöèè áóäóò óáûâàòü. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññ÷èòàòü
èõ îöåíêè – âûáîðî÷íûå àâòîêîððåëÿöèè, è ïîñìîòðåòü, óáûâàþò îíè èëè íåò. Åñëè
ðÿä îêàæåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ïåðåéòè ê îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ p è q. Åñëè íåò,
òî íàäî ïîñòðîèòü ðÿä ïåðâûõ ðàçíîñòåé è ïðîâåðèòü íà ñòàöèîíàðíîñòü åãî.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîöåññ ttt XX εα += −1 , )0( 2σε ,~ WNt . Ïðè 1>α
âçÿòèå ïåðâîé ðàçíîñòè íå ïîìîæåò ñäåëàòü ðÿä ñòàöèîíàðíûì. Ýòî íåñòàöèîíàð-
íûé ðÿä âçðûâíîãî òèïà, îöåíêè åãî «àâòîêîððåëÿöèîííîé» ôóíêöèè ðàñòóò ñ óâå-
ëè÷åíèåì ñäâèãà âî âðåìåíè. Åñëè æå 1=α , òî ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå è ïîñëå âçÿòèÿ ïåðâîé ðàçíîñòè îí ñòàíåò ñòàöèîíàðíûì.

Ïåðåõîäèì ê îöåíèâàíèþ ïî âûáîðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èññëå-
äóåìîãî ïðîöåññà â ïðåäïîëîæåíèè åãî ýðãîäè÷íîñòè. Â êà÷åñòâå îöåíêè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñòàòèñòèêà ∑
=

=
T

t
tXTX

1

1
, òî åñòü îáû÷íîå ñðåä-

                                                          
4) S – îò ñëîâà âûáîðî÷íûé. Ïîëíàÿ àááðåâèàòóðà îçíà÷àåò Sample Autocorrelation Func-

tion è Sample Partial Autocorrelation Function ñîîòâåòñòâåííî.
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íåå ïî âûáîðêå. Â êà÷åñòâå îöåíêè äèñïåðñèè ïðîöåññà îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ âåëè÷èíà: ∑ −= − 212 )( XXTS t . Îáðàòèòå âíèìàíèå, äåëèòåëü íå (T-1), êàê

ïðèâû÷íî äëÿ îáðàáîòêè íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, à Т. Äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåí-

òà òåîðåòè÷åñêîé àâòîêîððåëÿöèè èñïîëüçóåì 2
1

))((

ST

XXXX
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− −−

= . Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà âûáîðî÷íûõ êîâàðèàöèé èñïîëüçóåòñÿ îäèíàêîâûé äåëè-
òåëü – Т, ÷òî, â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, äàåò ñìåùåííûå îöåíêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ êîâàðèàöèé. Åñëè áû ìû òðåáîâàëè íåñìåùåííîñòè îöå-
íîê, òî ó íàñ áû áûëè ðàçíûå äåëèòåëè ïðè ðàçëè÷íûõ k. Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè-
÷åíèè k óìåíüøàåòñÿ îáúåì âûáîðêè, ïðèãîäíûé äëÿ ðàñ÷åòà îöåíêè ñîîòâåòñò-
âóþùåãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Íà ïðàêòèêå, ïî ðåêîìåíäàöèè, èäóùåé åùå
îò Áîêñà è Äæåíêèíñà, íå ðàññ÷èòûâàþòñÿ îöåíêè kr  äëÿ 4Tk > .

Îäíèì èç ñëåäñòâèé âûáîðà èìåííî òàêèõ îöåíîê çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü âûáîðî÷-
íîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû. Ðàíåå ìû îòìå÷àëè íàëè÷èå òàêîãî ñâîéñòâà ó òåî-
ðåòè÷åñêîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ïðè îäèíàêîâîì äåëèòåëå ó îöåíîê àâ-
òîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ k ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü âû-
áîðî÷íîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ãàðàíòèðîâàíà. Ïîýòîìó ìû ïðåäïî÷èòàåì ïóñòü
ñìåùåííóþ îöåíêó, íî ãàðàíòèðóþùóþ ýòî ñâîéñòâî. Âî-âòîðûõ, ïðè äîïîëíèòåëü-
íîì ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà èìåííî ýòà
îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîýòîìó ìû æåðò-
âóåì çäåñü íåñìåùåííîñòüþ, òåì áîëåå, ÷òî ó íàñ îáû÷íî Т – îòíîñèòåëüíî áîëü-
øîå, äîáèâàÿñü 2-õ âåùåé: 1) ïðèáëèæàÿñü ê ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ, à îí çäåñü îñíîâíîé, î÷åíü âàæíûé ìåòîä; 2) äîáèâàÿñü ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé àâòîêîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê
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Â êà÷åñòâå îöåíîê ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè kkϕ̂  ïðèíèìàþòñÿ

çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè SPACF, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû âûáîðî÷íîé ðåãðåññèè òåêóùåãî öåíòðèðîâàííîãî
çíà÷åíèÿ ðÿäà íà k åãî ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé

tktkktkt XXXXXX εϕϕ +−++−=− −− )()()( 11 ... .

Êîýôôèöèåíò kkϕ̂  ïðè ïîñëåäíåì ÷ëåíå è åñòü îöåíêà êîýôôèöèåíòà kkϕ  ÷àñòíîé

àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Òî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà îòðàæàåò ñòàòèñòè÷åñ-
êóþ ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó tx  è ktx − , î÷èùåííóþ îò âëèÿíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà-

÷åíèé, ïîäòâåðæäàåò çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà Ôðèøà-Âàó (1933), êîòîðàÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Òåîðåìà Ôðèøà-Âàó. Ïóñòü Y – îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ, à îáúÿñíÿþùèå
ïåðåìåííûå ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû: lk ZZXX ,...,,..., 11 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç kvvu ,...,, 1

îñòàòêè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) îò ðåãðåññèé kXXY ,...,, 1  ñîîòâåòñò-

âåííî íà ñîâîêóïíîñòü lZZ ,...1 . Òîãäà îöåíêè ÌÍÊ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè ku
íà kvv ,...,1  ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ïðè ïåðåìåííûõ kXX ,...,1  â ðåãðåññèè Y  íà âñþ

ñîâîêóïíîñòü lk ZZXX ,...,,..., 11 .

Â ìàòåìàòèêå ìíîãèå ðåçóëüòàòû ìîæíî âûðàçèòü â ðàçëè÷íûõ òåðìèíàõ.
Òàê òåîðåìà Ôðèøà-Âàó âûðàæàåò â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèé ïðîñòî
ôîðìóëó îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû.

Ñâîéñòâà âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ ïðîöåññà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâîéñòâà âûáîðî÷íûõ îöåíîê, ââåäåííûõ ðàíåå,
òðåáóþòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèå è óòîí÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè. Ïîýòî-
ìó íàèáîëåå ñëîæíûå ðåçóëüòàòû ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà, åñëè îí ñòàöèîíàðåí. Ëåãêî âûðàçèòü äèñïåðñèþ âûáî-
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Åñëè òåîðåòè÷åñêèå êîâàðèàöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè k, òî

0)var(  → ∞→TX , è íàøà îöåíêà áóäåò ñîñòîÿòåëüíîé. Åñëè ïðîöåññ tX  ÿâëÿåòñÿ

ãàóññîâûì, òî è îöåíêà X  ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî. Áîëåå òîãî, ýòà îöåíêà ÿâëÿ-
þòñÿ ñóììîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, áîëåå èëè ìåíåå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà, è ïðè
êàêèõ-òî äîñòàòî÷íî ñëàáûõ óñëîâèÿõ çäåñü áóäåò ðàáîòàòü Öåíòðàëüíàÿ Ïðå-
äåëüíàÿ Òåîðåìà (ÖÏÒ). Ìîæíî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîöåññà

òèïà ARMA îöåíêà X  ðàñïðåäåëåíà àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíî, äàæå äëÿ íåãà-
óññîâà ïðîöåññà.

Ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê kr  ñîïðÿæåíî ñ áîëüøè-

ìè ìàòåìàòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, õîòÿ è îñíîâàíî íà òåõ æå èäåÿõ, ÷òî è ïîëó-
÷åííîå âûøå. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áåç âûâîäà. Åñëè òåîðåòè÷åñ-

êèå àâòîêîððåëÿöèè 0=kρ  äëÿ âñåõ 0>k , òî
T

r Tk
1)var(  → ∞→ . Ýòî áîëåå òî÷íûé

ðåçóëüòàò, ÷åì ïðîñòî ñêàçàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ [2]. È íàì î÷åíü

âàæíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ Т äèñïåðñèÿ âåäåò ñåáÿ, êàê T
1

. Áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò

äëÿ áîëüøèõ T ãîâîðèò ñëåäóþùåå: )10( ,~ N
as

rT k⋅ . Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Т 95-
ïðîöåíòíûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñîñòàâëÿåò ± 2 ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿ.
Åñëè ìû õîòèì, íàïðèìåð, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó Í0: 010 =ρ  ïðîòèâ îáû÷íîé àëüòåð-

íàòèâíîé ãèïîòåçû, íàäî ïîñ÷èòàòü 10r  è ïîñìîòðåòü, ïîïàëî ëè îíî â 
Т
12± . Åñ-
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ëè âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå 10r  ïîïàäàåò â ýòîò èíòåðâàë, òî ãèïîòåçó Í0 íå îòâåðãà-

åì íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5%, åñëè âûõîäèì çà ýòó ãðàíèöó, òî îòâåðãàåì. Ýòà
îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà. Áîëåå òî÷íàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ äèñïåð-
ñèè îöåíêè kr  â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå 0=kρ  äëÿ k>q äàåòñÿ ôîðìóëîé

)221(1)var( 22
1 qk Tr ρρ +++= ...  äëÿ k>q. Ãèïîòåçà Í0: 0=kρ  äëÿ k>q îçíà÷àåò, ÷òî

ïðîöåññ åñòü MA(q). Óòî÷íåííàÿ îöåíêà îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèÿ rk àñèìïòîòè÷å-
ñêè ñòðåìèòñÿ íå ïðîñòî ê 1/Т, à ê ýòîé âåëè÷èíå ñ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì

ìíîæèòåëåì âèäà )221( 22
1 qρρ +++ ... . Ýòîò òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ îöåíêè äèñïåðñèé ïóòåì çàìåíû ρ  íà âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå r. Äëÿ îöåíêè

äèñïåðñèè )var( 1r ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçóåòñÿ 1/Т. Äëÿ îöåíêè )var( 2r  èñïîëüçóåòñÿ

)21( 2
1

1 rT +− . Äëÿ îöåíêè )var( 3r èñïîëüçóåòñÿ )221( 2
2

2
1

1 rrT ++− . È òàê äàëåå.

Åñëè âðåìåííîé ðÿä ïîðîæäåí ïðîöåññîì AR(p), òî äëÿ k>p îöåíêè çíà÷å-
íèé ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè kkϕ̂  èìåþò òî æå àñèìïòîòè÷åñêè íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: )10( ,~ˆ N
as

T kkϕ⋅ .

Òåïåðü ïåðâûé øàã ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Òîëüêî ó÷òèòå, ÷òî ñâîéñòâà âñåõ îöåíîê ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ε ÿâëÿ-
åòñÿ áåëûì øóìîì. Íîðìàëüíîñòü áåëîãî øóìà íàì çäåñü íå íóæíà, àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåî-
ðåìû. Ïî ðåàëèçàöèè âðåìåííîãî ðÿäà ðàññ÷èòûâàåì îöåíêè àâòîêîððåëÿöèîííîé
è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé, ïðîâåðÿåì ñòàöèîíàðíîñòü, ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ïåðåõîäèì ê ðÿäó ïåðâûõ ðàçíîñòåé.

Ñïåöèàëèçèðîâàííûå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ñåãîäíÿ óñòðîåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âû ãîâîðèòå: «Õî÷ó èññëåäîâàòü ðÿä, ïîñòðîèòü ñòàòèñòèêó». Ïðîãðàììà
âûäàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòèêè, âû ñìîòðèòå, îíè âàì íå íðàâÿòñÿ. Âû, íè÷åãî
íå ìåíÿÿ, ãîâîðèòå: ñäåëàé òî æå ñàìîå äëÿ ðÿäà ðàçíîñòåé. Òàì ýòî âñòðîåíî, âàì íå
íàäî âðó÷íóþ ýòî ïðîãðàììèðîâàòü. Ïðîãðàììà ñòðîèò ñòàòèñòèêè äëÿ ïåðâûõ ðàç-
íîñòåé, âòîðûõ. À âàøå äåëî – ïîêà âèçóàëüíî ñìîòðåòü è ðåøàòü, äîñòàòî÷íî
áðàòü êîíå÷íûå ðàçíîñòè èëè íåò. Ýòî ïåðâûé øàã. Ïîñëå âûáîðà ñòàöèîíàðíîãî ðÿ-
äà, âû ñìîòðèòå, ñ êàêîãî íîìåðà íà÷èíàåòñÿ óáûâàíèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
âûáîðî÷íûõ àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé. È, èñ-
õîäÿ èç ýòîãî, äåëàåòå ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p è q. Äà-
ëåå ìîæíî ïåðåõîäèòü êî âòîðîìó ýòàïó: ïðîöåäóðå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ.

      
           

           
       

http://www.pdffactory.com








Билет 16 

Пусть у нас есть набор значений двух переменных 𝑋𝑡, 𝑌𝑡, 𝑡 = 1, … 𝑛; можно отобразить 

пары (𝑋𝑡, 𝑌𝑡) точками на плоскости 𝑋 − 𝑌 (рис. 1) 

 

рис. 1 

Предположим, что нашей задачей является подобрать («подогнать») функцию 𝑌 = 𝑓(𝑋) 

из параметрического семейства функций 𝑓(𝑋, 𝛽), «наилучшим образом описывающую 

зависимость 𝑌 от 𝑋. Подобрать функцию в данном случае означает выбрать «наилучшее» 

значение параметра 𝛽. (Примером параметрического семейства может служить 

семейство линейных функций 𝑓(𝑋, 𝛽) = 𝛼 + 𝛽𝑋.) 

Теперь добавим к постановке задачи некоторые статистические свойства данных.  

Запишем уравнение зависимости 𝑌𝑡 от 𝑋𝑡 в виде 

 𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑋𝑡 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, … , 𝑛, 

где 𝑋𝑡 ‒ неслучайная (детерминированная) величина, а 𝑌𝑡, 𝜀𝑡 ‒ случайные величины. 𝑌𝑡 

называется объясняемой (зависимой) переменной, а 𝑋𝑡 ‒ объясняющей (независимой) 

переменной или регрессором. Уравнение, приведенное выше, также называется 

регрессионным уравнением. 𝜀𝑡 ‒ это шум или ошибка, порождаемая упрощением модели 

от действительности и погрешности измерений. Отметим, что 𝑌𝑡 и 𝜀𝑡 имеют одинаковые 

функции распределения. 

Основные гипотезы: 

1. 𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑋𝑡 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, … , 𝑛, ‒ спецификация модели. 

2. 𝑋𝑡 ‒ детерминированная величина; вектор (𝑋1, … , 𝑋𝑛)′ не коллинеарен вектору  

𝑖 = (1, … ,1)′. 

3a. 𝔼𝜀𝑡 = 0 , 𝔼(𝜀𝑡
2) = 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) = 𝜎2 ‒ не зависит от 𝑡. 

 3b. 𝔼(𝜀𝑡𝜀𝑠) = 0 при 𝑡 ≠ 𝑠, некоррелированность ошибок для разных наблюдений. 

Часто добавляется условие: 

 3c. Ошибки 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, … , 𝑛, имеют совместное нормальное распределение: 

𝜀𝑡~𝑁(0, 𝜎2). 

В этом случае модель называется нормальной линейной регрессионной.  



Итак, мы имеем набор наблюдений и модель 1-3ab. Задача оценить все три параметра 

модели: 𝑎, 𝑏, 𝜎2. Существуют разные способы оценки, например, найти в классе линейных 

несмещенных оценок наилучшую в смысле минимальной дисперсии. Полученные оценки 

обозначаются как 𝑎̂, 𝑏̂, 𝑠2 = 𝜎̂2, а 𝑌̂𝑡 = 𝑎̂ + 𝑏̂𝑋𝑡 ‒ прогноз 𝑌𝑡 значения в точке 𝑋𝑡. 

Пусть выполняется условие нормальной линейной регрессионной модели 𝜀~𝑁(0, 𝜎2𝑰𝑛), 

т.е. 𝜀 ‒ многомерная нормально распределённая случайна величина, или, то же самое, 𝑌𝑡 

имеют совместное нормальное распределение. Тогда МНК-оценки (метод наименьших 

квадратов) коэффициентов регрессии 𝑎̂, 𝑏̂ также имеют совместное нормально 

распределение, так как являются линейными функциями от 𝑌𝑡: 

 𝑏̂ =
𝑛 ∑ 𝑋𝑡𝑌𝑡 − (∑ 𝑋𝑡)(∑ 𝑌𝑡)

𝑛 ∑ 𝑋𝑡
2 − (∑ 𝑋𝑡)2⁄ =

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)
𝑉𝑎𝑟(𝑋)⁄ , 

𝑎̂ =
1

𝑛
∑ 𝑌𝑡 −

1

𝑛
∑ 𝑋𝑡 𝑏̂ = 𝑌̅ − 𝑋̅𝑏̂, 

𝑎̂~𝑁 (𝑎,
𝜎2 ∑ 𝑋𝑡

2

𝑛 ∑ 𝑥𝑡
2⁄ ) , 𝑏̂~𝑁 (𝑏, 𝜎2

∑ 𝑥𝑡
2⁄ ).                                                                     (1) 

где 𝑥𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝑋̅, 𝑦𝑡 = 𝑌𝑡 − 𝑌̅ ‒ отклонения от среднего. 

Если гипотеза нормальности ошибок не выполняется, то (1), вообще говоря, неверно, 

однако при некоторых условиях регулярности на поведение 𝑋𝑡 при росте 𝑛 оценки 𝑎̂, 𝑏̂ 

имеют асимптотически нормально распределение, т.е. (1) выполняется асимптотически 

при 𝑛 → ∞. 

Проверка гипотезы 𝒃 = 𝒃𝟎 

Из (1) имеем 𝑏̂ − 𝑏~𝑁(0, 𝜎𝑏̂
2), где 𝜎𝑏̂

2 = 𝜎2

∑ 𝑥𝑡
2⁄  (если плохо видно, то здесь и далее 

индекс 𝑏̂, а не 𝑏). Оценка дисперсии оценки 𝑏̂ может быть получена по формуле      

𝑉̂(𝑏̂) = 𝑠𝑏̂
2 = 𝑠2

∑ 𝑥𝑡
2⁄  . Таким образом, 𝑏̂ − 𝑏

𝜎𝑏̂
⁄ ~𝑁(0,1), а из 

(𝑛 − 2)𝑠2

𝜎2⁄ ~𝜒2(𝑛 − 2), 

следует, что 

𝑠

𝜎
~√

1

𝑛 − 2
𝜒2(𝑛 − 2), 

т.е. по определению статистики Стьюдента имеем 

𝑡 =
(𝑏̂ − 𝑏) 𝜎𝑏̂⁄

𝑠 𝜎⁄
~𝑡(𝑛 − 2), 

и, так как
𝜎𝑏̂

𝜎⁄ =
𝑠𝑏̂

𝑠⁄ , получаем 

𝑡 =
𝑏̂ − 𝑏

𝑠𝑏̂

~𝑡(𝑛 − 2).                                                                                                                     (2) 

Аналогично 



𝑡 =
𝑎̂ − 𝑎

𝑠𝑎̂
~𝑡(𝑛 − 2).                                                                                                                     (3) 

Таким образом (2) и (3) распределены по закону Стьюдента в случае нормально 

распределённых ошибок. Так же при определённых условиях регулярности на 𝑥𝑡 

соотношения (2) и (3) справедливы асимптотически и без предположения о нормальности 

ошибок регрессии. 

Статистику (2) можно использовать для проверки гипотезы 𝐻0: 𝑏 = 𝑏0 против 

альтернативной гипотезы 𝐻1: 𝑏 ≠ 𝑏0. Предположим, что верна гипотеза 𝐻0, тогда 

𝑡 =
𝑏̂ − 𝑏0

𝑠𝑏̂

~𝑡(𝑛 − 2) 

Тогда гипотеза 𝐻0 принимается при |𝑡| ≤ 𝑡𝑐, где 𝑡𝑐 ‒ точка 𝑡-распределения с 

(𝑛 − 2) степенями свободы при уровне значимости 𝛼. Другими словами 

ℙ{𝑏̂ − 𝑡𝑐𝑠𝑏̂ < 𝑏 < 𝑏̂ + 𝑡𝑐𝑠𝑏̂} = 1 − 𝛼, 

а 100(1 − 𝛼)%-ый доверительный интервал для параметра 𝑏 будет равен 

[𝑏̂ − 𝑡𝑐𝑠𝑏̂; 𝑏̂ + 𝑡𝑐𝑠𝑏̂]. 

Наиболее понятна  𝑡-статистика при 𝐻0: 𝑏 = 0, а именно 𝑡 = 𝑏̂ 𝑠𝑏̂⁄ . В случае принятия этой 

гипотезы можно говорить об отсутствии достоверной статистической связи между 

объясняющей переменной 𝑋 и зависимой переменной 𝑌. 

Коэффициент детерминации 

Рассмотрим вариацию (разброс) ∑(𝑌𝑡 − 𝑌̅)2 значений 𝑌𝑡 вокруг среднего значения. 

Разобъём эту вариацию на две части: объяснённую регрессионным уравнением и не 

объяснённую (т.е. связанную с ошибками 𝜀𝑡). 

Обозначим через 𝑌̂𝑡 = 𝑎̂ + 𝑏̂𝑋𝑡 предсказанное значение 𝑌𝑡 тогда 𝑌𝑡 − 𝑌̅ = (𝑌𝑡 − 𝑌̂𝑡) + 

+(𝑌̂𝑡 − 𝑌̅) (см. рис. 2) и вариация 𝑌𝑡 представляется в виде трёх слагаемых: 

 ∑(𝑌𝑡 − 𝑌̅)2 = ∑(𝑌𝑡 − 𝑌̂𝑡)2 + ∑(𝑌̂𝑡 − 𝑌̅)2 + 2 ∑(𝑌𝑡 − 𝑌̂𝑡)(𝑌̂𝑡 − 𝑌̅).                                   (4) 

 

рис. 2 



Третье слагаемое в (4) равно нулю, так как 𝑦 − 𝑦̂ = 𝑒, вектор остатков регрессии, 

ортогонален константе 𝑖 и вектору 𝑥. В самом деле ∑ 𝑒𝑡(𝑌̂𝑡 − 𝑌̅) = ∑ 𝑒𝑡(𝑎̂ + 𝑏̂𝑋𝑡 − 𝑌̅) =    

= (𝑎̂ + 𝑏̂𝑋̅ − 𝑌̅) ∑ 𝑒𝑡 + 𝑏̂ ∑ 𝑒𝑡𝑥𝑡 = 0. Поэтому верно равенство  

 ∑(𝑌𝑡 − 𝑌̅)2 = ∑(𝑌𝑡 − 𝑌̂𝑡)2 + ∑(𝑌̂𝑡 − 𝑌̅)2                                                                                  (5) 

                     TSS                    ESS                    RSS 

Замечание. Вектор остатков регрессии ортогонален константе, т.е. 𝑖′𝑒 = ∑ 𝑒𝑡 = 0, вообще 

говоря, только в том случае, когда константа включена в число объясняющих параметров. 

Поэтому и (5) справедливо, вообще говоря, только в случае, когда константа включена в 

число объясняющих параметров регрессии. 

TSS ‒ вся дисперсия, ESS ‒ не объяснённая часть дисперсии, RSS ‒ объяснённая часть 

дисперсии. 

Определение. Коэффициентом детерминации, или долей объяснённой дисперсии, 

называется 

𝑅2 = 1 −
𝐸𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
=

𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
.                                                                                                                   (6) 

Второе равенство в (6) верно лишь в том случае, если верно (5). Только в этом случае 

имеет смысл рассматривать статистику 𝑅2. 

В силу определения 𝑅2 принимает значения между 0 и 1, 0 ≤ 𝑅2 ≤ 1. Если  𝑅2 = 0, то это 

означает, что регрессия ничего не даёт, т.е. 𝑋𝑡 не улучшает качество предсказания 𝑌𝑡 по 

сравнению с тривиальным предсказанием 𝑌̂𝑡 = 𝑌̅. 

Другой крайний случай 𝑅2 = 1 означает точную подгонку: все точки наблюдей лежат на 

регрессионной прямой (все 𝑒𝑡 = 0). 

Чем ближе значение 𝑅2 к 1, тем лучше качество подгонки, 𝑦̂ более точно аппроксимирует 

𝑦. 
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Билет 18 проверка гипотезы о линейном ограничении общего вида         

Источник: Магнус, страница 80 

Напоминаю, что такое множественная регрессия: 

                         

Гипотеза         

Пусть                    

               

Важные формулы: 

 

 

 

Далее проверка: 

 



 

 

 



Билет 19. Модели процессов авторегрессии и скользящего среднего:
AR(p), MA(q) и ARMA(p,q). Условия стационарности этих процессов.

1 Временной ряд и стационарность.

Мы будем называть временным рядом (time series) совокупность наблюдений
экономической величины в различные моменты времени. При этом наблюдение
может характеризовать экономическую величину в данный момент времени, то есть
быть типа запаса (например цена, ставка процента), или – характеризовать
промежуток времени, то есть быть типа потока (например ВВП, продукция
промышленности, поступления налогов). Как обычно в эконометрике, мы будем
рассматривать временной ряд как выборку из последовательности случайных
величин Xt, где t принимает целочисленные значения от 1 до T .

Строгая стационарность, или стационарность в узком смысле. Мы будем
называть случайный процесс строго стационарным, если сдвиг во времени не меняет
ни одну из функций плотности распределения. Это значит, что если ко всем
моментам времени прибавить некоторую (целочисленную) величину, то сама
функция плотности не изменится, fn(xt1, ..., xtn) = fn(xt1+δ, ..., xtn+δ) для всех n,
моментов времени t1, .., tn и целочисленных δ.

Слабая стационарность, или стационарность в широком смысле. Если случайный
процесс таков, что у него математическое ожидание и дисперсия существуют и не
зависят от времени, а автокорреляционная (автоковариационная) функция зависит
только от разности значений (t1 −−t2), то такой процесс мы назовем стационарным
в широком смысле, или слабо стационарным.

Декомпозиция или теорема Вольда.
Мы только сформулируем этот результат и не будем его доказывать. Вольд доказал,
что чисто недетерминированный стационарный в широком смысле случайный
процесс может быть представлен в следующем виде:

Xt − µ =
∞∑
τ=0

ψτ · εt−τ ,

где µt – математическое ожидание этого процесса,а εj – белый шум с конечными
математическим ожиданием и дисперсией. То есть всякий слабо стационарный
процесс представляется в виде линейной комбинации белых шумов, с разными
весовыми коэффициентами.

2 AR

2.1 Определение

Авторегрессионная (AR-) модель – модель временных рядов, в которой
значения временного ряда в данный момент линейно зависят от предыдущих

1



значений этого же ряда. Авторегрессионный процесс порядка p (AR(p)-процесс)
определяется следующим образом:

Xt = c+

p∑
i=1

aiXt−i + εt,

где a1, . . . , ap – параметры модели (коэффициенты авторегрессии), c – постоянная
(часто для упрощения предполагается равной нулю), а εt – белый шум.
Простейшим примером является авторегрессионный процесс первого порядка
AR(1)-процесс:

Xt = c+ rXt−1 + εt

Для данного процесса коэффициент авторегрессии совпадает с коэффициентом
автокорреляции первого порядка.
Другой простой процесс – процесс Юла – AR(2)-процесс:

Xt = c+ a1Xt−1 + a2Xt−2 + εt

2.2 Операторное представление

Если ввести лаговый оператор L : Lxt = xt−1, то авторегрессионную модель можно
представить следующим образом

Xt = c+

p∑
i=1

aiL
iXt + εt,

или

a(L)Xt = (1−
p∑
i=1

aiL
i)Xt = c+ εt

Стационарность авторегрессионного процесса зависит от корней
характеристического полинома a(z) = 1−

∑n
i=1 aiz

i. Для того чтобы процесс был
стационарным, достаточно, чтобы все корни характеристичекого полинома лежали
вне единичного круга в комплексной плоскости |z| > 1.

В частности, для AR(1)-процесса a(z) = 1− rz, следовательно корень этого
«полинома» z = 1/r, поэтому условие стационарности можно записать в виде |r| < 1,
то есть коэффициент авторегрессии (он же в данном случае коэффициент
автокорреляции) должен быть строго меньше 1 по модулю.

Для AR(2)-процесса можно показать, что условия стационарности имеют вид:

|a2| < 1, a2 ± a1 < 1.

Стационарные AR-процессы допускают разложение Вольда – представление в виде
бесконечного MA-процесса:

2



Xt = a−1(L)c+ a−1(L)εt =
c

1−
∑p

i=1 ai
+
∞∑
j=0

bjεt−j

Первое слагаемое представляет собой математическое ожидание AR-процесса. Если
c = 0, то математическое ожидание процесса также равно нулю.

3 MA

3.1 Определение

Модель скользящего среднего q-го порядка MA(q) – модель временного ряда
вида:

Xt =

q∑
j=0

bjεt−j

где εt – белый шум, bj – параметры модели (b0 можно считать равным 1 без
ограничения общности).

Также в модель иногда добавляют константу. Тем не менее, поскольку чаще всего
модели скользящего среднего используются для моделирования случайных ошибок
временных рядов, то константу можно считать параметром основной модели.

Процесс белого шума формально можно считать процессом скользящего среднего
нулевого порядка – MA(0).

Чаще всего на практике используют процесс скользящего среднего первого порядка
MA(1):

Xt = εt + bεt−1

Согласно теореме Волда всякий «регулярный» стационарный процесс может быть
представлен как некоторый процесс MA(∞)-процесс с некоторыми коэффициентами
(сумма их модулей должна быть конечной). В частности отсюда следует, что любой
ҝрегулярныйњ стационарный процесс можно сколь угодно точно приблизить
некоторым MA(q)-процессом конечного порядка. Тем не менее такой способ иногда
потребовал бы очень большого порядка модели. Сократить количество параметров
модели позволяют модели ARMA, которые дополняют MA-модели
авторегрессионной частью.

3.2 Операторное представление

С помощью лагового оператора L : Lxt = xt−1 данную модель можно записать
следующим образом:

Xt = (1 +

q∑
j=1

bjL
j)εt = b(L)εt

3



Если корни характеристического полинома b(z) находятся вне единичного круга в
комплексной плоскости (то есть по модулю строго больше единицы), то временной
ряд является обратимым, то есть его можно представить как бесконечный
авторегрессионный процесс:

b−1(L)Xt = εt ⇒ Xt = c0 +
∞∑
j=1

cjXt−j + εt

Для (1)-процесса условие обратимости означает, что коэффициент b по модулю
строго меньше единицы.

4 ARMA

4.1 Определение

Модель авторегрессии – скользящего среднего – одна из математических
моделей, использующихся для анализа и прогнозирования стационарных временных
рядов в статистике. Модель ARMA обобщает две более простые модели временных
рядов – модель авторегрессии (AR) и модель скользящего среднего(MA).

Моделью ARMA(p, q), где p и q – целые числа, задающие порядок модели,
называется следующий процесс генерации временного ряда {Xt}:

Xt = c+ εt +

p∑
i=1

αiXt−i +

q∑
i=1

βiεt−i,

где c – константа, {εt} – белый шум, то есть последовательность независимых и
одинаково распределҷнных случайных величин (как правило, нормальны), с нулевым
средним, а α1, . . . , αp и β1, . . . , βq – действительные числа, авторегрессионные
коэффициенты и коэффициенты скользящего среднего, соответственно.

Такая модель может интерпретироваться как линейная модель множественной
регрессии, в которой в качестве объясняющих переменных выступают прошлые
значения самой зависимой переменной, а в качестве регрессионного остаткаґ–
скользящие средние из элементов белого шума. ARMA-процессы имеют более
сложную структуру по сравнению со схожими по поведению AR- или
MA-процессами в чистом виде, но при этом ARMA-процессы характеризуются
меньшим количеством параметров, что является одним из их преимуществ.

4.2 Операторное представление. Стационарность и единичные корни

Если ввести в рассмотрение лаговый оператор L : Lxt = xt−1, тогда ARMA-модель
можно записать следующим образом:

Xt = c+ (

p∑
i=1

αiL
i)Xt + (1 +

q∑
i=1

βiL
i)εt

4



или, перенеся авторегрессионную часть в левую часть равенства:

(1−
p∑
i=1

αiL
i)Xt = c+ (1 +

q∑
i=1

βiL
i)εt

Введя сокращенные обозначения для полиномов левой и правой частей окончательно
можно записать:

α(L)Xt = c+ β(L)εt

Для того, чтобы процесс был стационарным, необходимо, чтобы корни
характеристического многочлена авторегрессионной части α(z) лежали вне
единичного круга в комплексной плоскости (были по модулю строго больше
единицы). Стационарный ARMA-процесс можно представить как бесконечный
MA-процесс:

Xt = α−1(L)c+ α−1(L)β(L)εt =
c

a(1)
+
∞∑
i=0

ciεt−i

Например, процесс ARMA(1,0)=AR(1) можно представить как MA-процесс
бесконечного порядка с коэффициентами убывающей геометрической прогрессии:

Xt =
c

1− a
+
∞∑
i=0

aiεt−i

Таким образом, ARMA-процессы можно считать MA-процессами бесконечного
порядка с определенными ограничениями на структуру коэффициентов. Малым
количеством параметров они позволяют описать процессы достаточно сложной
структуры. Все стационарные процессы можно сколь угодно приблизить
ARMA-моделью некоторого порядка с помощью существенно меньшего числа
параметров, нежели только при использовании MA-моделей.
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Билет 20
Напишите уравнение Лагранжа для массивного стержня

длины L и массы m с закрепленным концом, колеблющегося в
вертикальной плоскости, и оцените частоту его колебаний.

Уравнение Лагранжа:
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
=

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
,∀𝑖 = 1, ..., 𝑁

где 𝑞𝑖 – обобщенные координаты точек тела. Соответственно 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) -ф-я Лагранжа.

Разобьем стержень на малые части массой ∆𝑚 длиной ∆𝑙, ∆𝑚 = 𝜌𝑆∆𝑙. Тогда
каждую часть можно представить как математический маятник, и для него:

𝑈 = ∆𝑚𝑔ℎ = ∆𝑚𝑔(𝑙 − 𝑙𝑐𝑜𝑠𝜙)

И соответственно ф-я Лагранжа:

∆𝐿 =
∆𝑚(𝑙𝜙̇)2

2
− ∆𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜙) = 𝜌𝑆∆𝑙 (

(𝑙𝜙̇)2

2
−𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜙))

Чтобы получить ф-ю Лагранжа для целого стержня, надо просуммировать ∆𝐿

по всем частям (т.е. проинтегрировать):

𝐿 =

∫︁ 𝑙

0

𝜌𝑆 (
(𝑙𝜙̇)2

2
−𝑚𝑔𝑙(1−𝑐𝑜𝑠𝜙))𝑑𝑙 = 𝜌𝑆

(︂
𝐿3 𝜙̇2

3 · 2
− 𝑔𝐿2

2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜙)

)︂
=

𝑚(𝐿𝜙̇)2

3 · 2
−𝑚𝑔𝑙

2
(1−𝑐𝑜𝑠𝜙)

Подставляем это в уравнение Лагранжа, получаем:

𝑚
𝐿2

3
𝜙 = −𝑚𝑔

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜙

Отсюда ур-е колебания маятника:

𝜙 +
3

2

𝑔

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜙 = 0

Частота колебаний
√︁

3
2
𝑔
𝐿



21. Напишите функцию Лагранжа для замкнутой системы из N взаимодействующих материальных точек и 

выведите закон сохранения энергии из гипотезы однородности времени. 

 











Билет 22
Покажите, что функция (e

x/x∗

x/x∗ )
m(e

y/y∗

y/y∗ )
α является первым интегралом

для системы ОДУ Лотки-Вольтерра dx
dt = αx− βxy, dy

dt = kβxy−my,
описывающей сосуществование хищников y и жертв x, где x∗, y∗ -

стационарное решение этой системы.

Рассмотрим нормальную систему дифференциальных уравнений 2-го порядка:

dx(t)
dt

= f1(t, x(t), y(t)),
dy(t)
dt

= f2(t, x(t), y(t)).
(1)

Определение 1.
Первым интегралом нормальной системы (1) называется функция F (t, x(t), y(t)) ≡ C, сохраняю-
щая постоянное значение вдоль каждой интегральной кривой системы (1).

Утверждение 1.
Функция F (t, x(t), y(t)) ≡ C является первым интегралом системы (1) тогда и только тогда,
когда ее производная в силу системы (1) равна нулю:

dF

dt
(t, x(t), y(t))


(1)

= 0.

Система хищник-жертва. Размножение жертв ограничивается давлением на них со стороны
хищников. Размножение хищников ограничивается количеством добытой ими пищи (количеством
жертв):

dx
dt

= αx− βxy,
dy
dt

= kβxy −my.
(2)

• x(t) - численность жертв;

• y(t) - численность хищников;

• α - коэффициент естественного прироста жертв;

• m - коэффициент естественной смертности хищников;

• V (x) = βx - количество (биомасса) жертв, потребляемых одним хищником за единицу
времени, причем k-я часть полученной биомассы энергии расходуется хищником на воспро-
изводство, остальное тратится на поддержание основного обмена и охотничей активности.
Функцию V (x) обычно называют трофической функцией или функциональным откликом
хищника на плотность популяции жертвы.

1



x∗ = m
kβ

, y∗ = α/β - стационарное решение системы (2) (проверяется подстановкой). Докажем,
что функция ( e

X

X
)m( e

Y

Y
)α, где X = x/x∗, Y = y/y∗ является первым интегралом системы (2).

Продифференцируем эту функцию по t:

∂
∂t
[( e

X

X
)m( e

Y

Y
)α] = m( e

X

X
)m−1 · eXẊX−eXẊ

X2 · ( eY
Y
)α + α( e

Y

Y
)α−1 · eY Ẏ Y−eY Ẏ

Y 2 · ( eX
X
)m =

= ( e
X

X
)m · ( eY

Y
)α · [mẊ(1− 1

X
) + αẎ (1− 1

Y
)] = (

eX

X
)m · (e

Y

Y
)α  

A

·[mẊ + αẎ − (m Ẋ
X
+ α Ẏ

Y
)] =

=


X = x/x∗, Y = y/y∗, x∗ = m

kβ
, y∗ = α/β


= A · [ẋkβ − ẏβ − (m ẋ

x
+ α ẏ

y
)] =


(2)


=

= A · [kβ(αx−✟✟✟βxy) + β(✟✟✟kβxy −my)− (✘✘αm− βmy + αkβx−✘✘αm)] =

= A · [kβαx− βmy − (−βmy + αkβx)] = 0.

Из утверждения 1 следует, что функция ( e
X

X
)m( e

Y

Y
)α является первым интегралом системы (2).

Уравнение ( e
X

X
)m( e

Y

Y
)α = С описывает семейство вложенных друг в друга замкнутых кривых,

соответствующих фазовым траекториям периодических решений системы (2). Заметим, что при
увеличении C амплитуды колебаний x и y возрастают (рисунок 1).

Рис. 1. Фазовый портрет
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Билет 23 

Пусть ЛПР (лицо, принимающее решение) может принять одно из двух 𝑆 = 1,2 

альтернативных решений. Вероятность того, что 𝑖-ый индивид, 𝑖 = 1, 𝑁, примет решение с 

номером 𝑠 = 1 равно 𝑝𝑖 ∈ [0,1], а с номером 𝑠 = 2 равно 1 − 𝑝𝑖. 

 Пусть 𝜇1 есть коэффициент индивидуализма (самостоятельности) 𝑖-ого ЛПР. При 

𝜇 = 1 данное ЛПР абсолютно самостоятельно и его нельзя заставить изменить решение, а 

при 𝜇 = 0 ‒ это абсолютный конформист (флюгер), меняющий решения в угоду любому 

чужому мнению. Пусть 𝜆𝑖𝑗 ∈ [0,1] ‒ вероятность того, что 𝑖-е ЛПР примет решение 𝑠 = 1 

после общения с 𝑗-м ЛПР, при условии, что 𝑗-е ЛПР придерживается 𝑠 = 1-й 

альтернативы. Тогда для полного конформиста (𝜇 = 0) вероятность того, что после 

общения с коллективом им будет принято первое решение по формуле полной 

вероятности запишется как  

𝑝𝑖
0 =∑𝜆𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑝𝑗. 

Очевидно, что 𝜆𝑖𝑖 = 0, т.к. собственное мнение для конформиста не имеет веса, и, если 

все 𝑝𝑗 = 1, 𝑗 ≠ 𝑖, то 𝑝𝑖
0 = 1 (коллектив всегда убедит конформиста принять мнение 

«общества»). Следовательно  

∑𝜆𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

= 1, 𝑖 = 1,𝑁. 

Если же 𝑖-е ЛПР самостоятельно принимает решения (𝜇 = 1), то соответствующая 

вероятность будет равна априорной вероятности 𝛼𝑖. Для промежуточных значений        

𝜇 ∈ (0,1) имеет смысл вычислять вероятность в виде выпуклой комбинации 

𝑝𝑖 = 𝜇𝑖𝛼𝑖 + (1 − 𝜇𝑖)𝑝𝑖
0 = 𝜇𝑖𝛼𝑖(𝑠) + (1 − 𝜇𝑖)∑𝜆𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑝𝑗 . 

Рассмотрим динамическую модель, в которой априорное решение на данном шаге равно 

апостериорному на предыдущем шаге. Она примет вид системы линейных разностных 

уравнений  

𝑝𝑖(𝑘 + 1) = 𝜇𝑖𝑝𝑖(𝑘) + (1 − 𝜇𝑖)∑𝜆𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑝𝑗(𝑘 + 1), 𝑖 = 1,𝑁.                                                (1) 

Здесь 𝑘 = 0,1,2… ‒ дискретное время, параметры  

𝜇𝑖 ∈ [0,1], 𝜆𝑖𝑗 > 0, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝜆𝑖𝑖 = 0,∑𝜆𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

= 1.                                                                                       (2) 

Требуется найти функции 𝑝𝑖(𝑘), при заданных условиях 𝑝𝑖(0), 𝑖 = 1, 𝑁. 

Пусть  𝐩 = (𝑝1, … , 𝑝𝑁)
𝑇 , Λ = (𝜆𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1,𝑁,𝑀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1, … , 𝜇𝑁), 𝜇1 +⋯+ 𝜇𝑁 > 0,  



диагональная матрица, 𝐸 ‒ единичная матрица. Тогда систему (1) можно записать в 

векторном виде  

(𝐸 − 𝐴)𝐩(𝑘 + 1) = 𝑀𝐩(𝑘), где                                                                                                             (3)  

𝐴 = (𝐸 −𝑀)Λ.                                                                                                                                           (4) 

Определение 1. Квадратная матрица 𝐴(𝑁 × 𝑁) называется разложимой, если 

одновременной перестановкой строк и столбцов её можно представить в виде [
𝐴1 𝐴2
0 𝐴3

], 

где 𝐴1(𝑚 ×𝑚), 𝐴3((𝑁 −𝑚) × (𝑁 −𝑚)),𝑚 < 𝑁. 

Предложение 1. Если матрица 𝐴 разложима, то и матрица 𝐴2 разложима причём         

𝐴2 = [
𝐴1
2 𝐴̃2
0 𝐴3

2] 

 Доказательство следует из определения 1. 

Предложение 2. Если все 𝜇𝑖 < 1, то матрица (4) неразложима. 

 Пусть 𝑎𝑖𝑗
(2)

 произвольный элемент матрицы 𝐴2, стоящий на пересечении 𝑖-й строки 

и 𝑗-ого столбца. Из (4) следует, что 𝑎𝑖𝑗
(2)
= ∑ (1 − 𝜇𝑖)𝜆𝑖𝑘(1 − 𝜇𝑘)𝜆𝑘𝑗

𝑁
𝑘=1 . Из (2) и условия 

предложения следует, что 𝑎𝑖𝑗
(2)
> 0. Отсюда и из предложения 1 получаем справедливость 

утверждения ∎ 

Теорема (Фробениуса-Перрона). (без доказательства) Если неотрицательная матрица 𝐴 

неразложима, то у неё существует собственное число 𝜆𝐴 такое, что для любого другого 

собственного числа 𝜆 справедливо |𝜆| < 𝜆𝐴, а соответствующий правый собственный 

вектор-столбец 𝐱𝐴,   (𝐴𝐱𝐴 = 𝜆𝐴𝐱𝐴), и левый собственный вектор-строка 𝐲𝐴, (𝐲𝐴𝐴 = 𝜆𝐴𝐲𝐴), 

положительны. 

Определение 2. Собственное число 𝜆𝐴 называют фробениусовым числом, а векторы 𝐱𝐴, 𝐲𝐴 

‒ правым и левым фробениусовыми векторами. 

 Пусть 𝑟 = min
𝑖=1,𝑁

𝑟𝑖 , 𝑅 = max
𝑖=1,𝑁

𝑟𝑖 , где 𝑟𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1 . 

Предложение 3. Если 𝐴 неотрицательная неразложимая матрица, то при 𝑟 < 𝑅 ее 

фробениусово число 𝑟 < 𝜆𝐴 < 𝑅. Если же 𝑟 = 𝑅, то 𝜆𝐴 = 𝑅. 

 Пусть вектор 𝐲𝐴 таков, что ∑ 𝑦𝐴
𝑖𝑁

𝑖=1 = 1. Умножим равенство 𝐲𝐴𝐴 = 𝜆𝐴𝐲𝐴 справа на 

вектор-столбец 𝐞 = (1,1, … ,1)𝑇. Получим ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑦
𝑖𝑁

𝑖=1
𝑁
𝑗=1 = 𝜆𝐴∑ 𝑦𝑖𝑁

𝑖=1 = 𝜆𝐴. Поменяв в 

левой части равенства порядок суммирования, имеем 𝜆𝐴 = ∑ 𝑦𝑖 ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑁
𝑖=1

𝑁
𝑗=1 =                      

= ∑ 𝑦𝑖𝑟𝑖
𝑁
𝑖=1 {

< 𝑅
> 𝑟

. Строгие неравенства следуют из того, что вектор 𝐲𝐴 положителен и 𝑟 <

𝑅. Если же 𝑟 = 𝑅, то 𝜆𝐴 = 𝑅 ∎ 

Определение 3. Неотрицательную матрицу 𝐴 назовём продуктивной, если существует 

неотрицательная матрица (𝐸 − 𝐴)−1. 

Предложение 4. Неотрицательная неразложимая матрица 𝐴 продуктивна тогда и 

только тогда, когда её фробениусово число 𝜆𝐴 < 1. 



 Достаточность. Пусть 𝜆𝐴 < 1. Если 𝐱𝐴 правый фробениусов вектор, то 𝐴𝐱𝐴 = 𝜆𝐴𝐱𝐴. 

Отсюда и их положительности компонент вектора 𝐱𝐴 следует, что 𝐴𝑘
𝑘→∞
→  0. Из тождества 

𝐸 − 𝐴𝑘 = (𝐸 − 𝐴)(𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑘−1) заключаем, что 𝐸 = lim
𝑘→∞

(𝐸 − 𝐴𝑘) =                    

= (𝐸 − 𝐴) lim
𝑘→∞

( 𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑘−1) = (𝐸 − 𝐴)𝐶. Последний предел существует, так 

как существует предел слева. Отсюда следует, что (𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯) неотрицательна и 

равна (𝐸 − 𝐴)−1. 

 Необходимость. Пусть матрица (𝐸 − 𝐴)−1 ≥ 0. Для вектора 𝐩 > 0 решение  

(𝐸 − 𝐴)𝐱 = 𝐩 существует и 𝐱 = (𝐸 − 𝐴)−1𝐩 > 0. Очевидны соотношения 𝜆𝐴𝐲𝐴𝐱 = 𝐲𝐴𝐴𝐱 =   

= 𝐲𝐴(𝐱 − 𝐩) < 𝐲𝐴𝐱. Отсюда и из положительности числа 𝐲𝐴𝐱 следует неравенство 𝜆𝐴 < 1∎ 

Предложение 5. Если ∑ 𝜇𝑖
𝑁
𝑖 > 0, то фробениусово число матрицы (4) меньше единицы.  

 Сумма элементов 𝑖-й строки матрицы (4) равна 𝑟𝑖 = (1 − 𝜇𝑖)∑ 𝜆𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1 =                        

= (1 − 𝜇𝑖) ≤ 1. Следовательно и 𝑟 = min
𝑖=1,𝑁

𝑟𝑖 > 0, 𝑅 = max
𝑖=1,𝑁

𝑟𝑖 ≤ 1. Если 𝑟 < 𝑅, то из 

предложения 3 следует, что 𝜆𝐴 < 𝑅 ≤ 1. Если же 𝑟 = 𝑅, то все 𝑟𝑖 = 𝑅 = 1 − 𝜇 < 1. Из 

предложения 3 тогда следует равенство 𝜆𝐴 = 𝑅 < 1 ∎ 

Лемма 1. Если все параметры 𝜇𝑖 < 1, то система уравнений (3), а значит и система (1) 

однозначно разрешимы и справедливы следующие рекуррентные соотношения 

𝐩(𝑘 + 1) = (𝐸 − 𝐴)−1𝑀𝐩(𝑘).                                                                                                                (5) 

Если же при этом 𝐩(𝑘) ≥ 0, то и 𝐩(𝑘 + 1) ≥ 0. 

 Из условий леммы и предложения 2 следует, что неотрицательная матрица 𝐴 

неразложима, а из предложения 5 заключаем, что её фробениусово число 𝜆𝐴 меньше 

единицы. Тогда предложение 4 гарантирует продуктивность матрицы 𝐸 − 𝐴. То есть 

уравнение (3) имеет решение (5) ∎ 

Задача.  

𝐴 = (
0,5 0,1 0,1
0,4 0 0,6
0,3 0,3 0,3

) 

Из предложения 4 следует, что для того, чтобы определить продуктивна матрица 𝐴 или 

нет мы должны найти её фробениусово число 𝜆𝐴. В случае, если  𝜆𝐴 < 1, матрица 𝐴 будет 

продуктивной, иначе ‒ нет. Для матрицы 𝐴: 

𝑟1 = 0,7, 

𝑟2 = 1,0, 

𝑟3 = 0,9, 

значит 𝑟 = 0,7, 𝑅 = 1. Поскольку 𝑟 < 𝑅, то из предложения 3 следует, что 𝜆𝐴 < 𝑅 = 1. 

Ответ: Матрица 𝐴 продуктивна. 

 

 



Билет 24 опишите математическую модель коллективного поведения Краснощекова и 

рассмотрите случай, когда у всех членов коллектива коэффициенты индивидуализма        

       

Итак, модель Краснощекова коллективного поведения – это  

 

Или, в матричном виде 

 

 

   – априорная вероятность перехода индивида с индексом j в рассматриваемое состояние 

   – степень независимости индивида от окружающих 

   – итоговая вероятность индивида с индексом j в рассматриваемое состояние 

    -  вероятностью того, что j-й индивид поступит так же,  как и i-й, т.е. перейдет в новое состояние 

с вероятностью Р, 

Если     , то индивид абсолютно зависим, не имеет своего мнения и не может никак повлиять 

на окружающих.  

Если все              , то такая группа называется стадом, и рассматривается в рамках 

данного билета 

Стадо. Сначала проведем обещанный нами ранее анализ случая, когда все индивиды  абсолютно 

зависимы, т.е. все     0. В этом случае матрица M=0, и уравнение (1.3) принимает  вид 

        . Суммы элементов каждой из строк матрицы    , в силу свойств стохастичес­ 

кой матрицы  , равны нулю. Следовательно, определитель матрицы     равен нулю, а это,  

как известно, обеспечивает существование решения и его неединственность. Последнее вполне 

объяснимо, так как в коллективе абсолютно зависимых индивидов нет индивида с более  

или менее определенными устремлениями. Однако поведение индивидов в таком коллективе  

не является хаотичным. Несмотря на неопределенность состояния коллектива, все индивиды  

ведут себя, в некотором смысле, как единое целое: все    равны между собой, т.е. индивиды  

подражают друг другу.  

Действительно, из (1.1) следует  

  
 Предположим, что не все    равны между собой. Тогда среди них должны быть максимальные  

     - Следовательно,  



  а это, в силу свойств матрицы  , как мы видели ранее, возможно лишь, когда 

все   равны  между собой. Таким образом, индивиды ведут себя, как единое целое.  

 Требование неразложимости матрицы   обусловлено представлением о том, что 

подразумевается под понятиями коллектив и абсолютная зависимость. Если допустить, что 

матрица   разложима, придем к тому, что в основном коллективе могут возникнуть независимые  

друг от друга подколлективы, что, вообще говоря, нехорошо, так как предполагает либо 

отсутствие контактов между отдельными частями коллектива, либо противоречит абсолютной 

зависимости индивидов. В дальнейшем мы увидим, что отдельные подколлективы (их можно  

называть партиями) могут возникать в общем коллективе, но это будет обусловлено наличием в 

нем лидеров различных ориентации. Однако "вернемся к нашим баранам*'. Исследуемый здесь 

коллектив абсолютно зависимых индивидов очень напоминает стадо без вожака, или 

неориентированную уличную толпу.  Поведение индивидов непредсказуемо, хотя действуют они 

как единое целое, т.е. переходят в  новое состояние с одной для всех вероятностью Р, значение 

которой, вообще говоря, произвольно. Однако из этого безразличного состояния коллектив легко 

выводится любым провоцирующим действием (формально, любым малым возмущением одного 

из параметров   ): достаточно одному из индивидов как-то сориентироваться, весь коллектив 

следует за ним. Действительно, если в коллективе вдруг появился индивид, у которого     , то 

ситуация резко  

меняется. Решение становится единственным: у всех индивидов      , где   ,  - априорная 

вероятность k-го индивида. Проверяется это простой подстановкой       В уравнения 

системы(1.1). Таким образом, поведение к-го индивида копируют все. Не зря с древних времен 

бытует  поговорка: "дурная овца все стадо портит". Теперь понятно, почему этот пункт был 

озаглавлен: стадо. В этом смысле абсолютно зависимого индивида условно можно было бы 

называть "стадным".  Кажется естественным в первую очередь исследовать коллективы, в которых 

при условии абсолютной зависимости индивиды не отдают друг другу персональных 

предпочтений. В  таком коллективе     
       

   
, где    . - символ Кронекера. Действительно, в 

общем случае у нас нет никаких разумных априорных соображений о том, как назначать 

параметры    , а заниматься апостериорной подгонкой под ответ с научных позиций неэтично. 

Поэтому постараемся оставаться в рамках простых и разумных предположений. В дальнейшем, за 

некоторыми исключениями, мы будем работать в пределах предложенной схемы. 

  

 

 



Билет 25. Популяционные игры. Равновесие Нэша и строгое равновесие.

1 Популяционная игра.

Популяционная игра — статическая модель взаимодействия в большой

однородной группе индивидуумов.

Это понятие подобно игре в нормальной форме в классической теории, и для него

обобщаются основные некооперативные принципы оптимальности:

• РН

• решение по доминированию,

• а также вводится понятие эволюционно устойчивой стратегии

Формально популяционная игра G задается совокупностью параметров

G =< J, fj(π, ω), j ∈ J, π ∈ Π, ω ∈ Ω >

• где J — множество стратегий участников этой игры.

• π = (πj)j∈J — распределение игроков по стратегиям.

• Π = {π|πj ≥ 0,
∑
j∈J

πj = 1} — стандартный симплекс.

• fj(π, ω) - выигрыш игроков, использующих стратегию j , в зависимости от

распределения по стратегиям π и других параметров модели ω (например, общей

численности популяции и состояния внешней среды). Для социальных популяций в

качестве выигрыша обычно рассматривают полезность потребления, доход или

прибыль. В данном разделе эта функция задана экзогенно.

2 Пример популяционной игры (M. Smith).

Рассматриваются парные конкурентные столкновения за некоторый ресурс. Пусть

индивидуумы популяции ищут желаемые объекты (пищу, место для жилья или

самку). Некоторые из них получают объект без столкновения, а другие случайным

образом сталкиваются в парах, причем одни из них оказываются в роли α хозяина

объекта конкуренции, а другие — в роли β захватчика;

• Jα, Jβ — множества вариантов поведения (альтернатив) в соответствующих ролях.
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• φαjα,jβ и φβ
jα,jβ

— выигрыши индивидуумов, если α выбирает вариант jα ∈ Jα, а β —

вариант jβ ∈ Jβ.

• λ(N) — вероятность столкновения. Не зависит от стратегий и определяется

численностью популяции N .

• φ0 — выигрыш индивидуумов, избежавших столкновения.

• Стратегия индивидуума — пара j = (jα, jβ) , где jα ∈ Jα, а jβ ∈ Jβ — правило

выбора варианта поведения в зависимости от роли.

• Функция fi(π,N), указывает средний выигрыш индивидуумов, использующих

стратегию j .

Обозначим через pα(π) иpβ(π) распределения по вариантам поведения индивидуумов

в ролях α и β, соответствующие распределению по стратегиям π. Тогда

pjα(π) =
∑
jβ∈Jβ

πjα,jβ , pjβ(π) =
∑
jα∈Jα

πjα,jβ

а для стратегии i = (iα, iβ)

fiα,iβ(π,N) = (1− λ(N))φ0 +
1

2
λ(N)

( ∑
jβ∈Jβ

φαiα,jβpjβ(π) +
∑
jα∈Jα

φβ
jα,iβ

pjα(π)
)

Рассмотрим также случай, когда участники не различают состояния. Тогда

множество стратегий совпадает с множеством альтернатив:

J = Jα = Jβ, π = (πj, j ∈ J), φαi j = φij, φ
β
i j = φij

f i(π) =
∑
j∈J

πiφij,

fi(π,N) = (1− λ(N))φ0 + λ(N)f i(π)

В этом случае G эквивалентна игре G =< J, f i(π), i ∈ J, π ∈ Π > Ситуация, когда

множество вариантов поведения и значения выигрыша индивидуума не зависят от

его роли, возможна и в предыдущей модели. Однако модели поведения для этих

внешне похожих ситуаций оказываются совершенно различными.

3 Основные статические принципы оптимальности.

Равновесием по Нэшу популяционной игры G называется такое распределение

π∗ , что всякая стратегия, используемая с положительной частотой, является
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оптимальным ответом на данное распределение при любом значении параметра ω ,

т.е.

∀ω ∈ Ω,∀j ∈ J, (π∗j > 0)→ j ∈ Argmax
i∈J

fi(π
∗, ω) (1)

Пусть функции выигрыша в игре G разложимы, то есть имеют вид

fj(π, ω) = a(π, ω)f i(π) + b(π, ω), где a(π, ω) > 0, как в модели случайных парных

столкновений. Отметим, что та часть функции выигрыша, которая зависит от

выбора игроком стратегии, не зависит от параметра модели ω . Тогда (1)

эквивалентно следующему условию, которое уже не содержит параметра ω:

∀j ∈ J : π∗j > 0→ j ∈ Argmax
i∈J

f i(π
∗)

Понятие равновесия по Нэшу является самым известным критерием оптимальности,

используемым в моделировании поведения. Однако, из анализа динамических

моделей известно, что среди равновесий по Нэшу бывают и неустойчивые состояния,

которые фактически не могут реализоваться. Поэтому приведем другие, более

сильные, критерии оптимальности. Эволюционно устойчивой стратегией

(ЭУС) для популяционной игры G называется такое распределение π∗, что

∀ω ∈ Ω,∀π 6= π∗,∃λ(π) ∈ (0, 1) : ∀λ ∈ (0, λ(π))

fπ∗(λπ + (1− λ)π∗, ω) > fπ(λπ + (1− λ)π∗, ω)

Здесь fπ(π
′
, ω) =

∑
j∈J

πjfj(π
′
, ω) — средний выигрыш смешанной стратегии, или

распределения π, если индивидуумы в популяции распределены по чистым

стратегиям согласно π′.

Понятие ЭУС можно интерпретировать следующим образом. Пусть в некоторую

популяцию, находящуюся в состоянии равновесия π∗ , внедряется относительно

небольшая группа "мутантов"с распределением по стратегиям π. Тогда, если

распределение π∗ является эволюционно устойчивым, то внедрившаяся группа не

сможет закрепиться в популяции, так как ее средняя приспособленность меньше,

чем приспособленность исходной стратегии π∗.

Всякая ЭУС является равновесием Нэша. Действительно, если π не является

равновесием, то мутанты с чистой стратегией лучшего ответа на π получают
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больший выигрыш, чем средний выигрыш в основной популяции. В силу

непрерывности f относительно π это справедливо для любой достаточно малой

группы таких мутантов. Данное утверждение справедливо, если доля отдельного

индивида в популяции пренебрежимо мала в том смысле, что изменение его

стратегии не влияет на значения функций выигрыша (Schaffer, 1988, 1989).

Уточним понятие ЭУС для взаимодействий в группах конечной численности, где

изменение стратегии отдельного индивида влияет на значение функций

выигрыша.

Для симметричной игры в нормальной форме с n игроками, множеством стратегий

S и функцией выигрыша fj(sj, sJ\j) ЭУС определяется как симметричная ситуация

sj ≡ s такая, что при любом изменении стратегии отдельным игроком его выигрыш в

новой ситуации будет не больше, чем выигрыш любого из остальных игроков,

сохранивших прежнюю стратегию. Т.е., "мутант"не получает преимущества перед

"основной популяцией"в смысле значения выигрыша.

Так определенная ЭУС может не являться равновесием Нэша. В частности,

для игры, соответствующей симметричной олигополии Курно, в равновесии Нэша

игроки используют "рыночную власть"и снижают объемы выпуска по сравнению с

конкурентным равновесием, в то время как ЭУС соответствует конкурентному

равновесию.

Строгим равновесием популяционной игры G называется такое распределение π∗

, что все игроки используют одну и ту же стратегию, которая является

единственным лучшим ответом на это распределение:

∃ε > 0,∃j ∈ J : π∗j = 1

и

∀i 6= j,∀ω ∈ Ω : fj(π
∗, ω) > fi(π

∗, ω) + ε

Отметим, что всякое строгое равновесие является ЭУС, в том числе для групп

с достаточно большой конечной численностью.

Schaffer (1988) показал, что для случайных столкновений при наличии ролевой
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асимметрии участников (Үхозяин-захватчикҰ в рассмотренном примере) не

существует иных ЭУС, кроме строгих равновесий.

Для функций выигрыша fj(π, ω) общего вида равновесий по Нэшу может

не существовать. В других классах игр их оказывается много, причем

большинство из них заведомо неустойчивы. В связи с этим представляет интерес

другой принцип оптимальности — доминирование, также внутренне связанный с

концепцией естественного отбора Дарвина.

4 Понятия доминирования

Говорят, что стратегия j доминирует стратегию i (j � i) на множестве

распределений Π
′ ⊆ Π, если при любом распределении по стратегиям π ∈ Π

′

стратегия j дает больший выигрыш, чем стратегия i:

∃ε ≥ 0 : ∀ω ∈ Ω,∀π ∈ Π
′
, fj(π, ω) ≥ fi(π, ω) + ε

Множество J ′ ⊆ J называется доминирующим, если оно может быть получено в

результате последовательного исключения доминируемых стратегий, т.е.

найдется такое целое T > 1, что

J
′
= JT ⊂ JT−1 ⊂ ... ⊂ J1 = J,∀k ∈ {1, ..., T − 1},∀i ∈ Jk \ Jk+1,∃j ∈ Jk+1 : j � i

на Πk = {π ∈ Π, πj = 0,∀j /∈ Jk}.

Описанная процедура последовательного исключения доминируемых стратегий

может рассматриваться как квазидинамическая модель микроэволюции поведения

в популяции. Действительно, эта процедура описывает последовательное

сокращение множества стратегий, используемых игроками, при этом на каждом

шаге более эффективные (обеспечивающие большую приспособленность) стратегии

замещают менее эффективные.

Если в данном определении доминирования ε > 0 , то говорят, что стратегия j

строго доминирует стратегию i (j � i), а J ′ называется строго доминирующим

множеством. Понятия доминирования смешанными стратегиями и доминирующего
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в смешанных стратегиях множества вводятся аналогично.

5 Поиск РН и доминирующих множеств популяционной игры.

Поиск равновесий по Нэшу и доминирующих множеств популяционной игры в общем

случае представляет довольно сложные экстремальные задачи. Для случайных

парных столкновений их удается свести к известным задачам вычисления

соответствующих ситуаций равновесия для биматричных игр.

Утверждение 2.1. Распределение π∗ является равновесием по Нэшу игры G, в

которой f i(π) =
∑
πjφij и участники столкновений не различают состояния, в том и

только в том случае, если (π∗, π∗) — равновесие по Нэшу в смешанных стратегиях

симметричной биматричной игры Γ =< (φij)i,j∈J , φji)i,j∈J >, т.е.

∀j ∈ J, π∗j > 0→ j ∈ Argmax
i∈J

f i(π).

Утверждение 2.2. Распределение π∗, для которого π∗s = 1 является строгим

равновесием игры G в том и только в том случае, если φss > φis для всех i 6= s , т.е.

(s, s) — строгое симметричное равновесие по Нэшу игры Γ в чистых стратегиях.

Утверждение 2.3. Стратегия s доминирует стратегию r (s � r) в игре G в том и

только в том случае, если s � r в игре Γ, т.е. φsj ≥ φrj для любых j ∈ J .

Утверждение 2.4.Распределение π = (πjα,jβ) тогда и только тогда является

равновесием по Нэшу игры G для асимметричных парных столкновений, когда

(pα(π), pβ(π)) — равновесие по Нэшу в смешанных стратегиях игры

Γ =< (φαjα,jβ), (φβ
jα,jβ

) > .

• Таким образом, для всех случайных парных столкновений равновесия

Нэша популяционной игры соответствуют равновесиям Нэша

биматричной игры, описывающей парное взаимодействие.

• Аналогичная связь существует для случайных столкновений с бoльшим числом

участников, когда отдельное локальное взаимодействие характеризуется игрой n лиц.

При этом результаты легко обобщаются на случай межпопуляционных столкновений,

когда в определенных ролях выступают индивидуумы из разных популяций или

социальных групп ("хищник – жертва "работодатели – наемные работники"и т.п.).
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Главное условие соответствия — независимость распределения по

взаимодействующим группам от стратегий участников.
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Билет 26  Модель динамики репликаторов 
 
Модель динамики репликаторов (МДР) 
(Модель динамики поведения в самовоспроизводящихся популяциях) 

 
Формально популяционная игра G задается совокупностью параметров  

, где< , (π, ), , π ,G = J f j ω j ∈ J  ∈ Π ω ∈ Ω >    
J − множество стратегий участников этой игры;  

 − распределение игроков по стратегиям;π )π = ( j j∈J   

− стандартный симплекс; Π = π|π  ,{ j > 0  ∑
 

j∈J
πj = 1}  

  – выигрыш игроков, использующих стратегию j в зависимости от распределения по(π, )f j ω  
стратегиям π и других параметров модели ω (например, общей численности популяции и 
состояния внешней среды).  
Для социальных популяций в качестве выигрыша обычно рассматривают полезность 
потребления, доход или прибыль. В данном разделе эта функция задана экзогенно. 
 
Равновесием по Нэшу популяционной игры G называется распределение π* такое, что всякая 
стратегия, которая используется с положительной частотой, является оптимальным 
ответом на данное распределение при любом значении параметра ω, т.е. , 

ω , ∀j (π ) rgmax f (π , ), i                 (1)∀ ∈ Ω  ∈ J j
* > 0 ⇒ j ∈ A i

* ω  ∈ J  
Пусть функции выигрыша в игре G разложимы, т.е. имеют вид  

, как в модели случайных парных(π, ω) a(π, ω)f (π) (π, ω), где a(π, ω) .f   =    + b    > 0  
столкновений. Отметим, что та часть функции выигрыша, которая зависит от выбора 
игроком стратегии, не зависит от параметра модели ω. Тогда (1) эквивалентно условию, 
которое уже не содержит параметра ω: 

 .∀j rgmax f (π ), i ∈ J : πj
* > 0 ⇒ j ∈ A i

*  ∈ J  
Понятие равновесия по Нэшу является самым известным критерием оптимальности, 
используемым в моделировании поведения. Однако из анализа динамических моделей известно, 
что среди равновесий по Нэшу бывают и неустойчивые состояния, которые фактически не 
могут реализоваться. 

 
• Популяция характеризуется множеством S возможных ​стратегий​. 
• Распределение индивидуумов по стратегиям в данный момент времени задается 
вектором π , s ).π = ( s  ∈ S  
• Индивидуумы различаются только стратегиями поведения, не меняют стратегию в 
течение жизни, а потомки наследуют стратегию родителей. 
• Если говорить о двуполых популяциях, то в данной модели индивидуумов одного пола 
следует рассматривать как отдельную популяцию. 
• Известны соответствующие механизмы наследования – генетические, когда стратегия 
поведения задается генами, сцепленными с половым геном, а также механизмы 
подражания, когда стратегия определяется путем подражания поведению родителя 
соответствующего пола. 
• Итог взаимодействия в популяции за данный период времени характеризуется для 



участников со стратегией s ​функцией рождаемости​ , определяющей среднее числоer (π, N )f s   
потомков, и ​функцией выживаемости  , определяющей долю выживших в(π, N )νs   
зависимости от распределения π и ​общей численности популяции​ N. 
 
Обозначим - численность использующих стратегию s .NN s = πs  
Тогда динамика численностей описывается следующей системой:(t), s ,N s  ∈ S  

(t ) (t)f (π(t), N (t)), t 1, , ..,                                                                (3.1)N s + 1 = N s s   =  2 .   
где называется ​функцией приспособленности​ стратегии s и(π, N ) er (π, N ) ν (π, N )f s  = f s  +  s   
формализует введенное Ч. Дарвином понятие индивидуальной приспособленности. 
 
На первый взгляд, понятие функции выигрыша не применимо к данной модели: стратегии 
участников фиксированы, они ни к чему не стремятся и ничего не выбирают. Однако, картина 
меняется, если посмотреть на динамику распределения по стратегиям. 
 
Приводимая далее теорема показывает, что асимптотика поведения в такой популяции 
согласуется с приспособленностью как функцией выигрыша индивидуума. В частности, если 
при t →∞ распределение по стратегиям стремится к стационарному, то в популяции остаются 
лишь те стратегии, которые максимизируют приспособленность (в полном соответствии с 
дарвиновским принципом естественного отбора выживают наиболее приспособленные). Если 
при любом распределении одна стратегия обеспечивает большую приспособленность, чем 
другая, то доля худшей стратегии в распределении π (t) стремится к 0 при t →∞ . И в этом 
смысле приспособленность является эндогенной целевой функцией в данной модели. 
 
Связь Равновесий Нэша и устойчивых точек МДР. 
Асимптотическая устойчивость ЭУС. 
Связь доминирующих множеств стратегий с динамикой поведения. 
Теорема 3.1 (о связи равновесий Нэша и устойчивых точек МДР)​.  
Пусть функция приспособленности  разложима:(π, N )f s   

Тогда:(π, ω) a(π, ω)f (π) (π, ω), где a(π, ω) .f s  =   s + b    > 0  
1) любое устойчивое (по Ляпунову) распределение π * системы (3.1) является 
равновесием по Нэшу популяционной игры < , (π), , π ;G = S  f s s ∈ S  ∈ Π >   

2) если начальное распределение и для траектории  существует(0) 0N >   N (t){ }  
, то является равновесием Нэша указанной популяционной игры.(t, (0)) πlim

t→∞
π N =  * π*  

Замечание.​ Система (3.1) не является замкнутой, поскольку правая часть зависит также от 
N(t). Понятие устойчивого распределения для таких систем формально определено в Богданов, 
Васин (2002). 

 
Усто́йчивое распределе́ние  в теории вероятностей — это такое распределение, которое 
может быть получено как предел по распределению сумм независимых случайных величин. 

● Пусть  - независимые одинаково распределённые случайные величины и, , ..ξ1 ξ2 .  

, где  - некоторые нормирующие и центрирующиеηn = 1
βn

∑
n

k=1
ξk − αn , αβn > 0  n  

константы. Если  - функция распределения случайных величин , то(x)F n  



предельными распределениями для  при  могут быть лишь устойчивые(x)F n n → ∞  
распределения.  

● Обратно, для любого устойчивого распределения  существует(x)F   

последовательность случайных величин ,такая, что ηn = 1
βn

∑
n

k=1
ξk − αn (x)F n  

сходится к  при (x)F n → ∞  

(wikipedia) 
 

Теорема 3.2 (об асимптотической устойчивости ЭУС).  
Пусть в условиях теоремы 3.1 эволюционно устойчивая стратегия для популяционной игрыπ*  

. Тогда − асимптотически устойчивое распределение системы (3.1).G π*  
 

Эволюционно устойчивой стратегией (ЭУС) для популяционной игры G называется такое 
распределение , что π* ω , π = ∃λ(π) 0, ) λ 0, λ(π))∀ ∈ Ω ∀ / π  * ∈ ( 1 : ∀ ∈ (   

(λπ 1 )π , ω) (λπ 1 )π , ω).f π*
* + ( − λ *  > f π + ( − λ    

Здесь − средний выигрыш смешанной стратегии, или распределения π , 
если индивидуумы в популяции распределены по чистым стратегиям согласно π ′ . 
 
Понятие ЭУС можно интерпретировать следующим образом. Пусть в некоторую 
популяцию, находящуюся в состоянии равновесия π ∗ , внедряется относительно небольшая 
группа "мутантов" с распределением по стратегиям π . Тогда, если распределение π ∗ 
является эволюционно устойчивым, то внедрившаяся группа не сможет закрепиться в 
популяции, так как ее средняя приспособленность меньше, чем приспособленность исходной 
стратегии  .π*  

 
Теорема 3.3 (о связи доминирующих множеств стратегий с динамикой поведения). 
Пусть S - строго доминирующее множество стратегий в игре 

< , n f (π), , π  G′ = S l s s ∈ S  ∈ Π > .   
Тогда для любого s ∉ S и любого  на соответствующей траектории(0) 0N >  (t, (0)) 0lim

t→∞
πs N =   

системы (3.1). 
 

Говорят, что стратегия j доминирует стратегию i на множестве распределенийj )( ≽ i  
если при любом распределении по стратегиям π∈Π′ стратегия j дает больший,Π′ ⊆ Π  

выигрыш, чем стратегия i, т.е. ε ≥ 0 ∀ω ∈ Ω, ∀π ∈ Π   f (π, ω) (π, ) ε.∃ :   ′
j  ≥ f i ω +   

Множество J ′ ⊆ J называется доминирующим, если оно может быть получено в результате 
последовательного исключения доминируемых стратегий, т.е. найдется такое целое T > 1, 
что , где ...J ′ = JT ⊂ JT −1 ⊂ . ⊂ J1 = J k ∀j ∖J ∃j∀ ∈ {1, ..T }. − 1 ,  ∈ J k k+1 ∈ J k+1 :  

 на Π π , π , j ∈ }. j ≽ i k = { ∈ Π  j = 0 ∀ / J k  
Такая процедура последовательного исключения доминируемых стратегий может 
рассматриваться как квазидинамическая модель микроэволюции поведения в популяции. 
Действительно, эта процедура описывает последовательное сокращение множества 
стратегий, используемых игроками, при этом на каждом шаге более эффективные 
(обеспечивающие большую приспособленность) стратегии замещают менее эффективные.  

 



 
Случайное подражание. 
Модель динамики репликаторов предполагает действие эволюционного механизма, 
обеспечивающего прямое наследование стратегий родителей детьми. В какой степени 
указанные результаты зависят от конкретного эволюционного механизма? Оказывается, что 
он играет критически важную роль. В качестве альтернативного примера рассмотрим 
механизм случайного подражания. 
Эта модель отличается от динамики репликаторов только в одном отношении: 
новые индивидуумы не наследуют стратегию родителей, а выбирают в качестве объекта 
подражания случайного взрослого индивидуума и перенимают его стратегию. 
При этом динамика описывается уравнениями 

(t ) (t)ν (t) (t)fer (t) s .  N s + 1 = N s s +  ∑
 

r
N r r N (t)ν (t)/ (t)ν (t)[ s s ∑

 

r
N r r ] ,  ∈ S  

Динамика такой системы согласована с функцией выживаемости v (t) s в смысле теорем 3.1 – 
3.3. Т.е. в данном случае эндогенной функцией полезности оказывается выживаемость, а не 
приспособленность. 
Исходя из предыдущих примеров, может возникнуть впечатление, что мы зашли в тупик, 
сменив произвол в выборе целевых функций на произвол в выборе эволюционного 
механизма. Однако, это не так, если принять во внимание, что эволюционные механизмы 
тоже подвержены естественному отбору. В природе существует конкуренция эволюционных 
механизмов, и с течением времени отбираются наиболее эффективные. 
 
Модель конкуренции эволюционных механизмов. 
Рассмотрим соответствующую модель сообщества нескольких популяций, различающихся 
только эволюционными механизмами. 
• Индивидуумы всех популяций взаимодействуют между собой и в процессе 
взаимодействия не различают популяций, т.е. эволюционный механизм индивидуума 
является ненаблюдаемым параметром. 
• Итог взаимодействия для индивидуумов со стратегией s характеризуется функциями 
рождаемости и выживаемости , зависящими от общего распределенияer (π, N ) , ν (π, N )f s   s   
по стратегиям во всем сообществе и его численности. 
• Множество стратегий S и данные функции одинаковы для всех популяций. 
Введем обозначения: 
• L – множество популяций, 
•  – численность популяции l ,N l  
• N – общая численность сообщества, 
• распределение по стратегиям в рамках популяции l.πl = {π , s }s

l  ∈ S  
Тогда общее распределение π по стратегиям выражается как 

π .π = ∑
 

l
N
N l l  

Пусть изменение распределения по стратегиям в популяции l описывается оператором  ,Φl  
соответствующим эволюционному механизму этой популяции. 
(Например, в одной популяции – это прямое наследование стратегий, в другой – случайное 
подражание выжившим и т.п. В частности, динамика поведения может быть связана с 
максимизацией некоторой функции выигрыша). 
Динамика сообщества описывается системой 



(t ) (t) (t)f (π(t), N (t)), t 1, , ..,                                            (3.2)N l + 1 = N l ∑
 

s
πs

l
s   =  2 .  

 
 

π (t ) (π (t), (t), k ), l .l + 1 = Φl k N k  ∈ L  ∈ L
 
 

Теорема 3.4.  
Пусть в сообществе существует популяция с механизмом прямого наследования и функция 
приспособленности разложима. Тогда для динамики общего распределения π (t) справедливы 
следующие аналоги теорем 3.1 и 3.2: 
1) любое устойчивое распределение π системы (3.2) является равновесием Нэша в 
популяционной игре < , (π), , π ;G = S  f s s ∈ S  ∈ Π >  

2) если для некоторой траектории  начальное распределение  и N (t){ } (0) 0N >   

то π * является равновесием Нэша указанной популяционной игры;(t, (0)) πlim
t→∞

π N =  *  

3) пусть π - строгое равновесие для популяционной игры  . Тогда π − асимптотическиG  
устойчивое распределение системы (3.2). 
 
Таким образом, модель отбора эволюционных механизмов приводит к выводу, что 
приспособленность является эндогенной функцией полезности для любой 
самовоспроизводящейся популяции. 
 
• Идея доказательства первых двух утверждений теоремы прозрачна: если стационарное 
распределение по стратегиям не является равновесием Нэша относительно функции 
приспособленности, то ничто не может помешать распространению репликаторов, 
использующих стратегию оптимального ответа на это распределение, что 
противоречит его устойчивости. 
• Для обобщения теоремы 3.3 об исключении доминируемых стратегий требуются более 
сильные предположения о разнообразии эволюционных механизмов. Пусть в 
сообществе есть популяция с эволюционным механизмом . Для любой парыΦl  
стратегий s, r назовем s-r-замещением механизма  механизм  такой, что дляΦl Φs,r

l  
стратегий, отличающихся от s, r , доли индивидуумов, использующих эти стратегии, 
меняются так же, как и при механизме  , а вместо стратегии s всегда используется стратегияΦl  
r . Как показано в (Васин , 1995), если для любых s, r, l множество 
механизмов содержит всевозможные замещения , то справедлив аналог теоремыΦs,r

l  
3.3: всякая исключаемая по строгому доминированию стратегия исчезает со временем, 
то есть (t)  при t .πs → 0 → ∞  
• Сформулированный результат относится к однородным популяциям без учета 
возрастной и половой структуры, но легко обобщается для популяций с такими 
структурами. Аналогом приспособленности при этом является скорость 
сбалансированного роста популяции, определяемая числом Фробениуса матрицы Лесли 
(см. Семевский, Семенов, 1982). 
 
Выводы 
• Изложенные модели и результаты ЭТИ показывают, что эволюция поведения в 
самовоспроизводящихся 
популяциях согласована с известными теоретико-игровыми принципами оптимальности – 
равновесием 



Нэша и исключением доминируемых стратегий. 
• Эндогенно формируемая функция выигрыша соответствует определенной Ч. Дарвином 
индивидуальной 
приспособленности. 
 
Проблемы 
• Однако, как в биологических, так и в социальных популяциях хорошо известны такие формы 
поведения, как кооперация и альтруизм, которые, видимо, не согласуются с оптимизацией 
индивидуальной приспособленности. 
• Проблема устойчивости смешанных равновесий, т. е. распределений по стратегиям, в 
которых более одной чистой стратегии используется с положительной вероятностью. 
Эта проблема возникает для межпопуляционных взаимодействий, в которых значение 
выигрыша для индивидуумов одной популяции зависит от распределения по стратегиям в 
другой популяции, а также для внутрипопуляционных случайных столкновений при наличии 
ролевой асимметрии между участниками столкновения. Для таких игр смешанные равновесия 
Нэша никогда не являются эволюционно устойчивыми, а строгих равновесий Нэша может не 
существовать. Таким образом, не работают достаточные условия устойчивости. 
• Распространение альтруистического и кооперативного поведения.  
Указанные формы поведения наблюдаются как в биологических, так и в социальных 
популяциях и, по-видимому, противоречат условию максимизации индивидуальной 
приспособленности. 
• Применимость рассматриваемых эволюционных моделей к социальным популяциям. 
Понятие супериндивида - самовоспроизводящейся структуры, которая использует 
человеческую популяцию как ресурс для собственного воспроизводства и способна влиять на 
динамику поведения в этой популяции. 
 



27. Теоремы о связи равновесий Нэша и строгих равновесий с устойчивыми точками модели 

динамики репликаторов. 
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Билет 29
Многоуровневая модель налоговой инспекции.

В базовой модели налоговой инспекции с учетом коррупции предполагалось, что ин-
спекторы и налогоплательщики максимизируют ожидаемые доходы, проверка требует
фиксированных издержек и всегда верно определяет категорию проверяемого агента. Од-
нако инспектор, обнаруживший факт уклонения, может быть подкуплен пойманным субъ-
ектом. Величина взятки лежит между максимальной приемлемой для плательщика и ми-
нимальной приемлемой для инспектора. Для устранения коррупции руководство прово-
дит ревизии: перепроверяет некоторых инспекторов и увольняет скрывших уклонение от
уплаты налогов. Стратегия организации инспекции заключается в определении вероят-
ностей проверок и ревизий при фиксированных затратах на одну проверку. Организатор
инспекции максимизирует чистый налоговый доход.

В модели предполагается способность центра контролировать фактическую частоту про-

верок без проведения ревизий. Также есть проблема возможной нехватки честных ревизоров.

Для устранения различных ограничений используется иерархическая контролирую-
щая структура (она и описана ниже), подавляющая коррупцию на всех уровнях с привле-
чением малого числа честных инспекторов. Предполагается, что в распоряжении органи-
затора инспекции есть доверенные лица, которые проводят проверки на верхнем уровне
и всегда проверяют правильно, но стоимость их работы очень высока. Также организа-
тор может привлекать для проверок неограниченное кол-во рациональных инспекторов,
готовых брать взятки, если им это выгодно. Организатор определяет кол-во уровней ин-
спекции, вероятность проведения проверки каждым уровнем и зарплаты рациональных
инспекторов.

Базовая модель. Формализация задачи.



Базовая модель. Задачи с фиксированными затратами и штрафами



Билет 30. Оптимальная стратегия проверок при фикси-
рованных затратах на проверки и штрафах.

Рассматривается фиксированное число N агентов уровня 0 (налогоплательщиков). Для
каждого из них опрелен возможный набор действий (налоговых платежей) T0. Каждое дей-
ствие t0 характеризуется затратами агента. Оптимальное с точки зрения инспекции действие
t∗0(I) зависит от значения некоторой случайной величины (дохода) I ∈ [Imin, Imax] (например,
t∗0(I) - заданное налоговое правило). t0 ∈ [tmin, tmax], где tmin = t∗0(Imin), tmax = t∗0(Imax).

Независимые и одинаково распределенные случайные величины I имеют функцию рас-
пределения F(I), известную всем участникам инспекции. Для проведения испекции могут
использоваться 2 типа сотрудников:
доверенные лица лидера, издержки на проверку которыми очень высоки,
любое необходимое число рациональных инспекторов, максимизирующих свой ожидаемый
доход с учетом зарплат, взяток и штрафов.

Проблема контроля возникает в связи с тем, что конкретное значение случайного фактора
I наблюдается только действующим на нижнем уровне агентом.

Контролирующая иерархическая структура строится следующим образом:

• Инспекторы первого уровня проверяют агентов уровня 0 с вероятностью p1(t0);

• Если проверка выявляет t0 < t∗0, то агент нулевого уровня выплачивает штраф f0(t
∗
0(I) −

t0(I)), f0 > 1. Стоимость одной проверки на этом уровне составляет c1;

• Инспектор первого уровня может вступить в сговор с проверяемым агентом. Для предот-
вращения коррупции организуется проверка 2 уровня;

• Вероятность проверки p2(t0, t1) зависит от сообщений агентов уровней 0 и 1;

• ...;

• На верхнем уровне k честными инспекторами осуществляется проверка с вероятностью
pk(t0, t1, ..., tk−1);

• Если проверка уровня l выявляет tl > tl−1, то все агенты нижестоящих уровней r в этой
цепочке платят штраф fr(tl − tl−1).

В связи с нашим подходом, целью инспекции не является выявление коррупции (это слож-
но реализруемо и затратно). Вместо этого предлагается предотвратить отклонение от чест-
ного поведения на каждом уровне.

Стратегия инспекции P включает:
количество уровней k, вероятности проверок p1(t0), ..., pk(t0, t1, ..., tk−1).

Следующие параметры заданы экзогенно в этой модели:
штрафные коэффициенты f0, ..., fk−1, расходы на проверки c1, ..., ck.

Задача состоит в нахождении стратегии инспекции, подавляющей коррупцию и обеспе-
чивающей правильные действия агентов нулевого уровня с минимальными издержками на
проверки.

Рассмотрим коалицию Cl, включающую некоторое количество агентов уровня 0 и ин-
спекторов уровней 1,...,l,l<k, проверяющих работу агентов из этой коалиции. Стратегия Cl



задается функциями t0(I), ..., tl(I), определяющими сообщения уровней i=0,..,l в случае про-
верки какого-либо агента уровня 0 из этой коалиции.

Определение. Назовем стратегию Р устойчивой к отклонению коалиции Cl, если сум-
марный выигрыш ее членов достигает максимума при честном поведении, т.е.:

t0(I) = t∗0(I), tr(I) = t∗0(I), r = 1, ..., l,

при условии честного поведения агентов верхних уровней l+1,..,k-1.
Назовем стратегию Р устойчивой к коалиционным отклонениям, если это условие выпол-

нено для всех l=1,..,k-1.
При честном поведении ожидаемые затраты на одного агента составят:∫ Imax

Imin

(p1(P, I)(c1 + p2(P, I)(c2 + ...+ pk−1(P, I)(ck−1 + pk(P, I)ck)...)dF (I)

где pi(P, I) = pi(t
∗
0(I), ..., t

∗
0(I)).

Утверждение 1. Оптимальные вероятности проверок в стратегии, устойчивой к коали-
ционным отклонениям, удовлетворяют условиям

p1(t0) = p̂1 =
1

f0
, ps(t0, t1, ..., ts−1) = p̂s =

s−2∑
i=0

fi

s−2∑
i=0

fi

для любых t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ ts−1 < tmax, s = 2, ..., k.

Теперь для заданной стратегии Р рассмотрим некооперативное СПР и определим условия
существования СПР, соответствующего честному поведению на всех уровнях 0,1,...,k-1.

• Рассмотрим случай, когда на каждом уровне s ≤ l− 1 отклонение уровня 0 не было полно-
стью выявлено (tl−1 < t∗0).

• При каких условиях возможен взаимовыгодный сговор агентов уровней 0,1,..,l, если агенты
верхних уровней действуют честно?

Сговор, выгодный для всех агентов 0,1,..,l, возможен, если для некоторых tl ∈ [tl−1, t
∗
0(I)), bil ≥

0, i = 1, ..., l − 1 разрешима следующая система:pl+1(t0, ..., tl) ∗ fi ∗ (t∗0(I)− tl) + bil < fi ∗ (t∗0(I)− tl), i = 0, .., l − 1,∑
i<l

bil − pl+1(t0, ..., tl) ∗ fl ∗ (t∗0(I)− tl) > 0.

Здесь bil - взятка, выплачиваемая агентом уровня i последнему проверяющему, tl - его
сообщение.

Определение. Если для любых I ∈ (Imin, Imax], l = 1, .., k − 1; t0 ≤ ... ≤ tl < t∗0(I) система
несовместна, будем говорить, что стратегия Р определяет СПР с честным поведением.



Утверждение 2. Стратегия Р определяет СПР с честным поведением тогда и только
тогда, когда для любых t0, ..., tk−1 < tmax вероятности проверок удовлетворяют условию:

p1(t0) ≥
1

f0
, p2(t0, t1) ≥

f0
f0 + f1

, ps(t0, t1, ..., ts−1) ≥

s−2∑
i=0

fi

s−1∑
i=0

fi

, s = 2, .., k.

Утверждение 3. Оптимальная стратегия в классе СПР с честным поведением и опти-
мальная стратегия, устойчивая к коалиционным отклонениям, совпадают и удовлетворяют
условию

p1(t0) = p̂1 =
1

f0
, ps(t0, t1, ..., ts−1) = p̂s =

s−2∑
i=0

fi

s−1∑
i=0

fi

для любых t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ ts−1 < tmax, s = 2, .., k.



Билет 31

Поколения архитектур компьютеров и парадигмы программирования 

Середина 70-х годов: векторно-конвейерные компьютеры

Особенности архитектуры: векторные функциональные устройства, зацепление 

функциональных устройств, векторные команды в системе команд, векторные регистры.

Программирование: векторизация самых внутренних циклов.

Начало 80-х годов: векторно-параллельные компьютеры

Особенности архитектуры: векторные функциональные устройства, зацепление 
функциональных устройств, векторные команды в системе команд, векторные регистры.
Небольшое число процессоров объединяются над общей памятью.

Программирование: векторизация самых внутренних циклов и распараллеливание на 

внешнем уровне, единое адресное пространство, локальные и глобальные переменные.

Начало 90-х годов: массивно-параллельные компьютеры

Особенности архитектуры: тысячи процессоров объединяются с помощью 

коммуникационной сети по некоторой топологии, распределенная память.

Программирование: обмен сообщениями, отсутствие единого адресного пространства, 
PVM, Message Passing Interface. Необходимость выделения массового параллелизма, явного 
распределения данных и согласования параллелизма с распределением.

Середина 90-х годов: параллельные компьютеры с общей памятью

Особенности архитектуры: сотни процессоров объединяются над общей памятью.

Программирование: единое адресное пространство, локальные и глобальные 
переменные, Linda, OpenMP.

Начало 2000-х: кластеры из узлов с общей памятью

Особенности архитектуры: большое число многопроцессорных узлов объединяются вместе
с помощью коммуникационной сети по некоторой топологии, распределенная память; в 
рамках каждого узла несколько (многоядерных) процессоров объединяются над общей 
памятью.



Программирование: неоднородная схема MPI+OpenMP; необходимость выделения 
массового параллелизма, явное распределение данных, обмен сообщениями на внешнем
уровне; распараллеливание в едином адресном пространстве, локальные и глобальные 
переменные на уровне узла с общей памятью.

Середина 2000-х: кластеры из узлов с общей памятью с ускорителями

Особенности архитектуры: большое число многопроцессорных узлов объединяются вместе
с помощью коммуникационной сети по некоторой топологии, распределенная память; в 
рамках каждого узла несколько (многоядерных) процессоров объединяются над общей 
памятью; на каждом узле несколько ускорителей (GPU, Phi).

Программирование: MPI+OpenMP+OpenCL/CUDA;

Понятия «поколения архитектур и парадигмы программирования» эквивалентны 
вопросу «как часто мы вынуждены полностью переписывать приложения?»

С 1976 года до наших дней:
70-е – Векторизация циклов
80-е – Распараллеливание циклов (внешних) + Векторизация (внутренних)
90-е - MPI
середина 90-х - OpenMP 
середина 2000-х - MPI+OpenMP
2010-е - CUDA, OpenCL, MPI+OpenMP+ускорители (GPU, Xeon Phi) …

Виден ли конец процессу переписывания программ? 
Для каждого поколения компьютеров мы вынуждены:
- Анализировать алгоритмы( чтобы понять, как их приспособить под новую компьютерную
платформу)
- Описывать найденные свойства( чтобы получить эффективную реализацию для новой
платформы).

Какие свойства должны войти в “универсальное” (“полное”) описание алгоритмов?

Описание алгоритмов:
-Математическое описание 
–Сложность
 -Информационный граф 
-Свойства и особенности 
-Ресурс параллелизма
-Масштабируемость 
-Локальность данных
 -Детерминированность 
-Вычислительная мощность 
-Входные / Выходные 
данные -Вычислительное 
ядро -Макроструктура 
-Локальность вычислений



-
Коммуникац
ионный 
профиль 
-Производит
ельность 
-Эффективно
сть

Описание алгоритмов состоит из:
-теоретический потенциал (машинно-
независимые свойства)
 -особенности реализации

Информационная структура: (сложности описания алгоритмов)
- Как изобразить потенциально бесконечный граф ?
- Как изобразить потенциально многомерный граф ?
- Как показать зависимость структуры графа от размера задачи ?

Способы:
Минимальное остовное дерево (MST) (ресурс “математического”

параллелизма) 

Минимальное остовное дерево (ресурс классического 

параллелизма)



Билет 32. Архитектурные особенности современных 

микропроцессоров. 

1. Основные понятия. 
Микропроцессорная техника (МПТ) включает технические и программные средства, 

используемые для построения различных микропроцессорных систем, устройств и персональных 

микроЭВМ. 

Микропроцессорная система (МПС) представляет собой функционально законченное 

изделие, состоящее из одного или нескольких устройств, главным образом микропроцессорных: 

микропроцессора и/или микроконтроллера. 

Микропроцессорное устройство (МПУ) представляет собой функционально и конструктивно 

законченное изделие, состоящее из нескольких микросхем, в состав которых входит микропроцессор; 

оно предназначено для выполнения определенного набора функций: получение, обработка, передача, 

преобразование информации и управление. 

Микропроцессором (МП) называется программно-управляемое устройство, осуществляющее 

процесс цифровой обработки информации и управления им и построенное, как правило, на одной БИС. 

Разные МП или МК объединяют в семейства как технология «микроядра», в качестве которого 

выступает процессорное ядро, взаимодействующее с периферийными устройствами различной 

номенклатуры, так и принципы, свойственные открытым системам: совместимость (compatibility), 

масштабируемость (scalability), переносимость (portability) и взаимодействие приложений 

(introperability). 

Выпускаемые микропроцессоры делятся на отдельные классы в соответствии с их 

архитектурой, структурой и функциональным назначением. Основными направлениями развития 

микропроцессоров является увеличение их производительности и расширение функциональных 

возможностей, что достигается как повышением уровня микроэлектронной технологии, используемой 

для производства микропроцессоров, так и применением новых архитектурных и структурных 

вариантов их реализации. 

На рисунке приведена классификация современных микропроцессоров по функциональному 

признаку. 

 

Классификация современных микропроцессоров по функциональному признаку 

  

Микропроцессоры общего назначения предназначены для решения широкого круга задач 

обработки разнообразной информации. Их основной областью использования являются персональные 

компьютеры, рабочие станции, серверы и другие цифровые системы массового применения. 

Специализированные микропроцессоры ориентированы на решение специфичных задач 

управления различными объектами. Содержат дополнительные микросхемы (интерфейсы), 

обеспечивающие специализированное применение. Имеют особую конструкцию, повышенную 

надежность. 



Микроконтроллеры являются специализированными микропроцессорами, которые 

ориентированы на реализацию устройств управления, встраиваемых в разнообразную аппаратуру. 

Характерной особенностью структуры микроконтроллеров является размещение на одном кристалле 

с центральным процессором внутренней памяти и большого набора периферийных устройств. 

Цифровые процессоры сигналов (ЦПС) представляют класс специализированных 

микропроцессоров, ориентированных на цифровую обработку поступающих аналоговых сигналов. 

Специфической особенностью алгоритмов обработки аналоговых сигналов является необходимость 

последовательного выполнения ряда команд умножения-сложения с накоплением промежуточного 

результата в регистре-аккумуляторе. Поэтому архитектура ЦПС ориентирована на реализацию 

быстрого выполнения операций такого рода. Набор команд этих процессоров содержит специальные 

команды MAC (Multiplication with Accumlation), реализующие эти операции. 

Архитектурой процессора называется комплекс его аппаратных и программных средств, 

предоставляемых пользователю. В это общее понятие входит набор программно-доступных регистров 

и исполнительных (операционных) устройств, система основных команд и способов адресации, объем 

и структура адресуемой памяти, виды и способы обработки прерываний. 

При описании архитектуры и функционирования процессора обычно используется его 

представление в виде совокупности программно-доступных регистров, 

образующих регистровую или программную модель. В этих регистрах содержатся обрабатываемые 

данные (операнды) и управляющая информация. Соответственно, в регистровую модель 

входит группа регистров общего назначения, служащих для хранения операндов, и 

группа служебных регистров, обеспечивающих управление выполнением программы и режимом 

работы процессора, организацию обращения к памяти (защита памяти, сегментная и страничная 

организация и др.). 

Регистры общего назначения образуют РЗУ - внутреннюю регистровую память процессора. 

Состав и количество служебных регистров определяется архитектурой микропроцессора. Обычно в их 

состав входят: 

- программный счетчик PC (или CS + IP в архитектуре микропроцессоров Intel); 

- регистр состояния SR (или EFLAGS); 

- регистры управления режимом работы процессора CR (Control Register); 

- регистры, реализующие сегментную и страничную организацию памяти; 

- регистры, обеспечивающие отладку программ и тестирование процессора. 

Кроме того, различные модели микропроцессоров содержат ряд других специализированных 

регистров. 

Состав устройств и блоков, входящих в структуру микропроцессора, и реализуемые механизмы 

их взаимодействия определяются функциональным назначением и областью применения 

микропроцессора. 

Архитектура и структура микропроцессора тесно взаимосвязаны. Реализация тех или иных 

архитектурных особенностей требует введения в структуру микропроцессора необходимых 

аппаратных средств (устройств и блоков) и обеспечения соответствующих механизмов их совместного 

функционирования. В современных микропроцессорах реализуются следующие варианты архитектур. 

CISC (Complex Instruction Set Computer) - архитектура реализована во многих типах 

микропроцессоров, выполняющих большой набор разноформатных команд с использованием 

многочисленных способов адресации. Они выполняют более 200 команд разной степени сложности, 

которые имеют размер от 1 до 15 байт и обеспечивают более 10 различных способов адресации. Такое 

большое многообразие выполняемых команд и способов адресации позволяет программисту 

реализовать наиболее эффективные алгоритмы решения различных задач. 

RISC (Reduced Instruction Set Computer) - архитектура отличается использованием 

ограниченного набора команд фиксированного формата. Современные RISC-процессоры обычно 

реализуют около 100 команд, имеющих фиксированный формат длиной 4 байта. Также значительно 



сокращается число используемых способов адресации. Обычно в RISC-процессорах все команды 

обработки данных выполняются только с регистровой или непосредственной адресацией. 

VLIW (Very Large Instruction Word) - архитектура появилась относительно недавно - в 1990-

х годах. Ее особенностью является использование очень длинных команд (до 128 бит и более), 

отдельные поля которых содержат коды, обеспечивающие выполнение различных операций. Таким 

образом, одна команда вызывает выполнение сразу нескольких операций параллельно в различных 

операционных устройствах, входящих в структуру микропроцессора. 

Кроме набора выполняемых команд и способов адресации важной архитектурной 

особенностью микропроцессоров является используемый вариант реализации памяти и организация 

выборки команд и данных. По этим признакам различаются процессоры с Принстонской и 

Гарвардской архитектурой. 

Принстонская архитектура, которая часто называется архитектурой Фон-Неймана, 

характеризуется использованием общей оперативной памяти для хранения программ, данных, а также 

для организации стека. Для обращения к этой памяти используется общая системная шина, по которой 

в процессор поступают и команды, и данные. Эта архитектура имеет ряд важных достоинств. Наличие 

общей памяти позволяет оперативно перераспределять ее объем для хранения отдельных массивов 

команд, данных и реализации стека в зависимости от решаемых задач. 

Гарвардская архитектура характеризуется физическим разделением памяти команд 

(программ) и памяти данных. В ее оригинальном варианте использовался также отдельный стек для 

хранения содержимого программного счетчика, который обеспечивал возможности выполнения 

вложенных подпрограмм. Каждая память соединяется с процессором отдельной шиной, что позволяет 

одновременно с чтением-записью данных при выполнении текущей команды производить выборку и 

декодирование следующей команды. Благодаря такому разделению потоков команд и данных и 

совмещению операций их выборки реализуется более высокая производительность, чем при 

использовании Принстонской архитектуры. 

 

2. Архитектурные особенности 

Рассматриваются на основе изучения семейства МП Intel x86. 

Архитектурная 

особенность 

Описание Где впервые 

появилась 

Многозадачность Возможность работы в одном из двух режимов: реальном 

(real) и защищенном (protected). В реальном режиме 

возможно выполнение только одной программы. Адресация 

оперативной памяти без специальных драйверов 

ограничивается 1Мб. В защищенном (protected) режиме 

обеспечивается выполнение сразу нескольких программ за 

счет переключения между задачами («переключение 

контекста процессора»). Адресация основной памяти 

расширена до 4 ГБ (в последних МП – до 100 ГБ). 

Intel 80286 
 

Поддержка системы 

виртуальных машин 

 

Дальнейшее развитие принципа многозадачности, 

возможность моделирования в одном МП работу нескольких 

компьютеров, управляемых разными ОС. 

Intel 80386 
 

Конвейерная 

обработка команд 

 

Одновременное выполнение разных тактов 

последовательных команд в разных частях МП с 

непосредственной передачей результатов выполнения из 

одной части МП в другую. Позволяло достигнуть 

пятикратного увеличения производительности МП. 

Intel 80286 
 

Кэширование 

данных 

 

Использование высокоскоростного буфера для обмена 

данными между микропроцессорной памятью (регистрами 

МП) и основной памятью ЭВМ. В кэш-память заранее 

копируются те участки памяти, с которыми собирается 

Intel i386SLC, 

Intel i486 

Многоуровнево

е кэширование 



работать МП. Управление процессом кэширования 

осуществляется кэш-контроллером и 

производится параллельно с работой центрального 

процессора. Современные ЭВМ имеют иерархически 

организованную кэш-память (до 3 уровней). 

– Intel Pentium 

II 

 

Суперскалярная 

архитектура 

 

Наличие в микропроцессоре более 1 конвейера для 

выполнения команд (параллелизм на уровне инструкций). 

Intel Pentium 

 

Суперскалярная 

архитектура с 

поддержкой 

внеочередного 

исполнения команд 

(«динамическое 

исполнение») 

 

Наличие в микропроцессоре более 1 конвейера для 

выполнения команд, а также специальных схем, 

позволяющих изменить изначальную последовательность 

выполнения команд (не нарушая смысла алгоритма) с целью 

параллельной загрузки всех конвейеров. 

Intel Pentium 

Pro 

Гарвардская 

архитектура 

процессора 

В кэш-памяти 1 уровня предусмотрено разделение команд и 

данных, которые хранятся отдельно друг от друга для 

повышения эффективности обработки. 

Intel Pentium 

Pro 

Расширенный набор 

инструкций 

 

Новые команды, расширяющие базовый набор инструкций 

МП, для работы с мультимедийной информацией и 

одновременной однотипной обработки множественных 

данных. 

Intel Pentium 

MMX, Intel 

Pentium III, 

Intel Pentium 

IV, Семейство 

Intel Core, Intel 

Core 2 

 

Гибридизация RISC 

и CISC архитектуры 

 

Преобразование стандартных x86-инструкций в RISC-

подобные команды фиксированной длины. Еще не 

выполненные команды записываются в кэш инструкций в 

том порядке, в котором они будут подаваться на 

исполняющие устройства (конвейеры) МП. В кэш-памяти 

может храниться до 12000 микрокоманд. Перевод 

инструкций формата x86 в микрокоманды ядра процессора 

происходит асинхронно с работой основных исполняющих 

устройств. 

Intel Pentium IV 

 

Технология 

одновременной 

многопоточности 

 

Эмуляция двух логических исполняющих устройств на 

одном физическом с целью более эффективно исполнять 

параллельно запущенные потоки команд (параллелизм на 

уровне потоков). 

Intel Pentium IV 

Hyper-

Threading 

 

Многоядерные 

процессоры 

 

Объединение двух или более исполняющих устройств на 

одной ИС, действующих как единое устройство. Обычно 

имеют общий кэш и интерфейсную систему для связи с 

другими устройствами ЭВМ. 

Процессоры 

семейства Intel 

Core (Intel Core 

Duo, Intel Core 

2 Duo, Pentium 

Dual Core, Intel 

core 2 Quad и 

др.) 

Технология 

автоматического 

увеличения тактовой 

частоты процессора 

 

Для обеспечения дополнительной производительности и при 

условии соблюдения ограничений по мощности, 

температуре и току, процессор может автоматически 

«разгоняться», то есть увеличивать рабочую тактовую 

частоту всех своих ядер. 

Процессоры 

Core i5, i7 

 

 



 

Программно-аппаратная архитектура Ломоносов и BlueGene\P 
 
Суперкомпьютер «Ломоносов», 2015 год (из лекций) 
 

Пиковая производительность 1700.21 TFlop/s 

Производительность (Linpack) 901.90 TFlop/s 

Эффективность 53% 

Вычислительных узлов (Intel) 5 104 

Вычислительных узлов (ГПУ) 1 065 

Процессоры Intel Xeon 5570, 5670 12 346 

NVIDIA Tesla X2070 2 130 

Число процессорных ядер (x86) 52 168 

Число процессорных ядер (ГПУ) 954 240 

Оперативная память 92 ТБайт 

Коммуникационная сеть QDR Infiniband / 10 GE 

Система хранения данных 1.75 ПБайт, Lustre, NFS, ... 

Операционная система Clusrtx T-Platforms Edition 

Занимаемая площадь (вычислитель) 252 м2 

Энергопотребление (вычислитель) 2.8 МВт 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Суперкомпьютер "ЛОМОНОСОВ" 

Суперкомпьютер «Ломоносов» — первый ​гибридный суперкомпьютер ​такого масштаба в России и 
Восточной Европе. В нём используется 3 вида вычислительных узлов и процессоры с различной 
архитектурой. В качестве основных узлов, обеспечивающих свыше 90 % производительности 
системы, используется blade-платформаT-Blade2. Предполагается использовать суперкомпьютер для 
решения ресурсоёмких вычислительных задач в рамках фундаментальных научных исследований, а 
также для проведения научной работы в области разработки алгоритмов и программного обеспечения 
для мощных вычислительных систем. 
 
Последние несколько лет рост интереса к суперкомпьютерной тематике связан с выходом на рынок 
так называемых ​гибридных суперкомпьютеров. То есть суперкомпьютеров, которые наряду с 
центральным процессором традиционной архитектуры используют для вычислений 
специализированные процессоры, в частности, графические.

Общая характеристика 

Основные технические характеристики суперкомпьютера "Ломоносов" 

Пиковая производительность 1,7 Пфлопс 

Производительность на тесте 
Linpack 

901.9 Тфлопс 

Число вычислительных узлов 
х86 

5 104 

Число графических 
вычислительных узлов 

1 065 

Число вычислительных узлов 
PowerXCell 

30 

Число процессоров/ядер x86 12 346 / 52 168 

Число графических ядер 954 240 

Оперативная память 92 ТБ 

Общий объем дисковой памяти 
вычислителя 

1,75 ПБ 

Основной тип процессора Intel Xeon  X5570/Intel Xeon 5670, Nvidia X2070 

Число типов вычислительных 
узлов 

8 

Основной тип вычислительных 
узлов 

TB2-XN 

System/Servise/Management 
Network 

QDR Infiniband 4x/10G Ethernet/Gigabit Ethernet 



 

Система хранения данных Параллельная файловая система Lustre, файловая 
система NFS, 

иерархическая файловая система StorNext, 

система резервного копирования и архивирования 
данных  

Операционная система Clustrx T-Platforms Edition 

Занимаемая площадь 252 м​2 

Потребление энергии 2,6 МВт 

Вес всех составляющих Более 75 тонн 

Производитель Т-Платформы(link is external) 

Площади помещений: 

● Вычислитель: 252 кв. м 
● СБЭ (система бесперебойного электропитания): 246 кв.м. 
● ГРЩ (главный распределительный щит): 85 кв. м. 
● Климатическая система: 216 кв. м. 

Энергопотребление: 

● Пиковая мощность вычислителя (1,7 Tflops): 2,6 МВт 
● Средняя мощность инфраструктуры: 740 КВт. 
● Пиковая мощность инфраструктуры при внешней температуре 35 цельсия: 1,2 МВт 
● Средняя суммарная мощность комплекса: 2,57 МВт 
● Пиковая суммарная мощность комплекса (при 35 цельсия): 3,05 МВт. 

Вычислительные узлы и сети  Группы вычислительных узлов: 

Тип Процессоры Кол-во 
ядер 

Опер. память, 
ГБ 

Сумм. 
кол-во 
процес. 

Сумм. 
кол-во 
ядер 

Кол-во 
узлов 

T-Blade2(link is 
external)​(УВ1) 

2 x Intel® Xeon 5570 
Nehalem 

2 x 4 12 8 320 33 280 4 160 

T-Blade1(УВ2) 2 x Intel® Xeon 5570 
Nehalem 

2 x 4 24 520 2 080 260 

T-Blade2(link is 
external)​(УВ1) 

2 x Intel® Xeon 5670 
Westmere 

2 x 6 24 1 280 7 680 640 

T-Blade1(УВ2) 2 x Intel® Xeon 5670 
Westmere 

2 x 6 48 80 480 40 

Узлы на базе 
IBM® Cell (УВ3) 

PowerXCell 8i 8 16 60 480 30 

 

 

http://www.t-platforms.ru/products/hi-end-systems/t-blade2-product-family.html
http://www.t-platforms.ru/products/hi-end-systems/t-blade2-product-family.html
http://www.t-platforms.ru/products/hi-end-systems/t-blade2-product-family.html
http://www.t-platforms.ru/products/hi-end-systems/t-blade2-product-family.html


 

 

Все узлы связаны тремя независимыми сетями: 

● Системная сеть - QDR InfiniBand, 40 Гбит/сек ​(схема) 
● Сервисная сеть - Ethernet, 10 Гбит/сек, 1 Гбит/сек и 100 Мбит/сек ​(схема) 
● Управляющая сеть - Ethernet, 10 Гбит/сек и 1 Гбит/сек (схема) 
● Сеть барьерной синхронизации и сеть глобальных прерываний, Т-Платформы 

Сеть ​fat tree​ (​рус.​ ​утолщенное дерево​ ) — ​топология компьютерной сети​, изобретённая ​Чарльзом 
Лейзерсоном​ из ​MIT​, является дешевой и эффективной для ​суперкомпьютеров​[1]​. В отличие от 
классической топологии дерево, в которой все связи между узлами одинаковы, связи в утолщенном 
дереве становятся более широкими (толстыми, производительными по пропускной способности) с 
каждым уровнем по мере приближения к корню дерева. Часто используют удвоение пропускной 
способности на каждом уровне. 

 

 

 

 

http://parallel.ru/sites/default/files/cluster/images/lomonosov_topo_system.jpg
http://parallel.ru/sites/default/files/cluster/images/lomonosov_topo_service.jpg
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D1%8F%D0%B7%D1%8B%D0%BA
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B5%D1%82%D0%B5%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D1%82%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B5%D0%B9%D0%B7%D0%B5%D1%80%D1%81%D0%BE%D0%BD,_%D0%A7%D0%B0%D1%80%D0%BB%D1%8C%D0%B7_%D0%AD%D1%80%D0%B8%D0%BA
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B5%D0%B9%D0%B7%D0%B5%D1%80%D1%81%D0%BE%D0%BD,_%D0%A7%D0%B0%D1%80%D0%BB%D1%8C%D0%B7_%D0%AD%D1%80%D0%B8%D0%BA
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%87%D1%83%D1%81%D0%B5%D1%82%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D1%82%D0%B5%D1%85%D0%BD%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D0%B8%D0%BD%D1%81%D1%82%D0%B8%D1%82%D1%83%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%83%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%BA%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D1%8C%D1%8E%D1%82%D0%B5%D1%80
https://ru.wikipedia.org/wiki/Fat_Tree#cite_note-CL85-1


 

 

 

 

Программное обеспечение 

● Средства архивации данных: bacula 3 (Т-Платформы), StorNext (Quantum), NetBackup 
(Symantec) 

● Передача файлов: SCP, SFTP 
● Управление заданиями и ресурсами: SLURM 2.0 
● Среды исполнения: OpenMPI 1.4, MVAPICH 1.1, IntelMPI 4 



 

● Языки программирования: C/C++, Fortran 77/90/95 
● Наборы компиляторов: Intel 12, GNU 4.4, Pathscale, PGI 
● Средства отладки и анализа производительности: Intel® ITAC 12, grpof 4, Intel® 

vTune 4, Intel® Thread Checker, Acumem ThreadSpotter, IDB, Allinea DDT 
● Системы контроля версий: SVN, GIT 
● Языки сценариев: Perl, Python 

HPC-приложения ​MOLPRO, версия 2010.1 (установлено в /opt/molpro2010.1/) - ​доступен 
ТОЛЬКО сотрудникам МГУ​. 

Система хранения данных 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Что снижает производительность компьютеров с распределенной памятью?  
1. Закон Амдала  
2. Латентность передачи по сети  
3. Пропускная способность каналов передачи данных  
4. Особенности использования SMP-узлов  
5. Балансировка вычислительной нагрузки  
6. Возможность асинхронного счета и передачи данных  
7. Особенности топологии коммуникационной сети  
8. Производительность отдельных процессоров  
9. ... 



 

 
 

http://users.parallel.ru/wiki/pages/22-config 

Конфигурация суперкомпьютеров 

Ломоносов-2 

Раздел узлов/x86 ядер 
(x86 ядер на 
узел) 

GPU-кар
т на 
узле 

память диски max 
ядро-ч
асов 

max/default 
время (часов на 
задачу) 

max 
задач 

max 
запущенных 
задач 

max ядер 
на 
задачу, 
не более 

compute . 1024 / 14336 (14) 1 64 ГБ 
(4,5 
ГБ/ядро) 

нет нет 72/24 3 3 нет 

● Объём памяти на GPU: 11.56 GB 
● Модель GPU: Tesla K40s 
● Модель CPU: Intel Xeon E5-2697 v3 2.60GHz 

Ломоносов 

Раздел узлов/x86 ядер 
(x86 ядер на 
узел) 

GPU-кар
т на 
узле 

память диск
и 

max 
ядро-час
ов 

max/default 
время (часов 
на задачу) 

max 
задач 

max запущенных 
задач 

max ядер на 
задачу, не более 

regular4 . 4096 / 32768 (8) 0 12 ГБ  
(1,5 ГБ/ядро) 

нет нет 72/24 3 3 1024 

regular6 . 596 / 7152 (12) 0 12 ГБ  
(1 ГБ/ядро) 

нет нет 72/24 3 3 512 

hdd4 260 / 2080 (8) 0 12 ГБ  
(1,5 ГБ/ядро) 

есть нет 72/24 2 2 256 

hdd6 32 / 384 (12) 0 48 ГБ  
(4 ГБ/ядро) 

есть нет 72/24 2 2 128 

gpu 830 / 6640 (8) 2 24 ГБ  
(3 ГБ/ядро) 

нет нет 72/24 3 3 256 

smp 1 / 128 (128) 0 2ТБ  
(16 ГБ/ядро) 

есть нет 72/24 3 2 128 

test 64 / 512 (8) 0 12 ГБ  
(1,5 ГБ/ядро) 

нет нет 0,25 (15 
минут)/0,25 

3 1 128 

gputest 16 / 128 (8) 2 24 ГБ  
(3 ГБ/ядро) 

нет 64 0,25 (15 
минут)/0,25 

3 1 64 
 

Очередь по умолчанию - ​regular4​ “max задач” включает в себя и задачи на счёте и в очереди. 

● Объём памяти на GPU: 5.25 GB 
● Модель GPU: Tesla X2070 
● Модель CPU: 

○ regular4, hdd4: Intel Xeon X5570 2.93GHz 
○ gpu: Intel Xeon E5630 2.53GHz 
○ regular6, hdd6: Intel Xeon X5670 2.93GHz 

 
  



 

Описание вычислительного комплекса IBM Blue Gene/P 

IBM Blue Gene/P — массивно-параллельная вычислительная система, которая состоит из двух 
стоек, включающих ​8192 процессорных ядер​ (2 x 1024 четырехъядерных вычислительных 
узлов), ​с пиковой производительностью 27,9 терафлопс ​(27,8528 триллионов операций с  
плавающей точкой в секунду). 
 
Массивно-параллельные системы с распределенной памятью 
• Высокая плотность упаковки 
– процессоры с низким энергопотреблением (40 W ~лампочка) 
• Высокопроизводительный интерконект 
– несколько комутационных подсистем для различных целей 
• Ультра легкая ОС 
– выполнение вычислений и ничего лишнего 
• Стандартное ПО Standard software 
– Fortran/C/C++ и MPI 
 

● 2048 4-ех ядерных узлов 
● пиковая производительность 27.2 Tflop/s 
● Реальная производительность по тесту Linpack: 23.2 Тфлоп/с 
● 85% от пиковой 
● общий объем ОЗУ 4 TB 

 
 
Характеристики системы: 

● две стойки​ ​с вычислительными узлами и узлами ввода-вывода 
● 1024 четырехъядерных вычислительных узла в каждой из стоек 
● 16 узлов ввода-вывода в стойке (в текущей конфигурации активны 8, т.е. одна 

I/O-карта на 128 вычислительных узлов) 
● выделенные коммуникационные сети для межпроцессорных обменов и глобальных 

операций 
● программирование с использованием MPI, OpenMP/pthreads, POSIX I/O 
● высокая энергоэффективность: ​∼ 372 MFlops/W​ (см. список ​Green500​) 
● система воздушного охлаждения 

 
1 стойка ​ (rack, cabinet) состоит из двух midplane'ов.  
В midplane входит 16 node-карт (compute node card),  
на каждой из которых установлено 32 вычислительных узла (compute card).  
Midplane, 8 x 8 x 8 = 512 вычислительных узлов,  
— минимальный раздел, на котором становится доступна топология трехмерного тора;  
для разделов меньших размеров используется топология трехмерной решетки.  
Node-карта может содержать до двух узлов ввода-вывода (I/O card).  
Вычислительный узел включает в себя четырехъядерный процессор, 2 ГБ общей памяти и 
сетевые интерфейсы. 
 

•1024 четырехъядерных вычислительных узлов 
• производительность одного вычислительного узла – 13.6 GF/s 
• производительность 1 стойки– 13.9 Tflops 
• оперативная память одного узла – 2 GB 
• суммарная оперативная память в стойке– 2 TB 
• узлов ввода/вывода 8 – 64 
• Размеры - 1.22 x 0.96 x 1.96 
• занимаемая площадь 1.17 кв.м. 
• энергопотребление (1 стойка) - 40 kW (max) 

 
 
 
 

http://green500.org/


 

Микропроцессорное ядро: 
● модель: PowerPC 450 
● рабочая частота: 850 MHz 
● адресация: 32-битная 
● кэш инструкций 1-го уровня (L1 instruction): 32 KB 
● кэш данных 1-го уровня (L1 data): 32 KB 
● кэш предвыборки (L2 prefetch): 14 потоков предварительной выборки (stream 

prefetching): 14 x 256 байтов 
● два блока 64-битной арифметики с плавающей точкой (Floating Point Unit, FPU), каждый 

из которых может выдавать за один такт результат совмещенной операции 
умножения-сложения (Fused Multiply-Add, FMA) 

● пиковая производительность: 2 FPU x 2 FMA x 850 MHz = 3,4 GFlop/sec per core 
Вычислительные узлы и I/O-карты в аппаратном смысле неразличимы​ и являются 
взаимозаменяемыми, разница между ними состоит лишь в способе их использования. У них нет 
локальной файловой системы, поэтому все операции ввода-вывода перенаправляются внешним 
устройствам. 
 
Вычислительной узел: 

● четыре микропроцессорных ядра PowerPC 450 (4-way SMP) 
● пиковая производительность: 4 cores x 3,4 GFlop/sec per core = 13,6 GFlop/sec 
● пропускная способность памяти: 13,6 GB/sec 
● 2 ГБ общей памяти 
● 2 x 4 МБ кэш-памяти 2-го уровня (в документации по BG/P носит название L3) 
● легковесное ядро (compute node kernel, CNK), представляющее собой Linux-подобную 

операционную систему, поддерживающую значительное подмножество 
Linux-совместимых системных вызовов 

○ Создание процессов и управление ими 
○ Управление памятью 
○ Отладка процессов 
○ Ввод-вывод 

● асинхронные операции межпроцессорных обменов (выполняются параллельно с 
вычислениями) 

● операции ввода-вывода перенаправляются I/O-картам через сеть коллективных 
операций 

● Двойное устройство для работы с вещественными числами с плавающей точкой (double 
precision) 

● Объем виртуальной памяти равен объему физической 



 

 

Узел ввода-вывода: 
● не учитывается при расчете пиковой производительности 
● использует сеть коллективных операций для коммуникаций с вычислительными узлами 
● подключен к внешним устройствам через Ethernet-порт посредством 10-гигабитный 

функциональной сети 
● операционная система на основе Linux (Mini-Control Program, MCP) с минимальным 

набором пакетов, необходимых для поддержки клиента сетевой файловой системы и 
Ethernet-подключений 

Коммуникационные сети: 
● трехмерный тор​ (three-dimensional torus) 

○ сеть общего назначения, объединяющие все вычислительные узлы; 
предназначена для операций типа «точка-точка» 

○ вычислительный узел имеет двунаправленные связи с шестью соседями 
○ пропускная способность каждого соединения — 425 MB/s (5,1 GB/s для всех 12 

каналов) 
○ латентность (ближайший сосед): 

■ 32-байтный пакет: 0,1 μs 
■ 256-байтный пакет: 0,8 μs 

● глобальные коллективные операции​ (global collective) 
○ коммуникации типа «один-ко-многим» (broadcast-операции и редукция) 
○ используется вычислительными узлами для обменов с I/O-картами 
○ каждый вычислительный узел и I/O-карта имеют три двунаправленные связи 
○ пропускная способность каждого соединения — 850 MB/s (1,7 GB/s для двух 

каналов) 
○ латентность (полный обход): 3,0 μs 

● глобальные прерывания (global interrupt) 
○ операции барьеров и прерываний (глобальные AND- и OR-операции) 

● функциональная сеть 
○ соединяет узлы ввода-вывода с внешним окружением 
○ 10-гигабитная оптическая Ethernet-сеть 

● сервисная сеть (service/control) 
○ загрузка, мониторинг, диагностика, отладка, доступ к счетчикам 

производительности 
○ гигабитная Ethernet-сеть (4 соединения на стойку) 

Чтобы разгрузить процессорное ядро от операций, связанных с передачей сообщений по сети 
трехмерного тора, используется устройство прямого доступа к памяти (direct memory access, 
DMA). Кроме уменьшения нагрузки на ядро, этот механизм уменьшает вероятность взаимной 
блокировки процессов, обменивающихся сообщениями, которая может возникнуть вследствие 
ошибок программиста. 
 
Окружение Blue Gene/P включает 

● фронтэнд (front end node) ​— система, открытая для доступа по протоколу SSH; 
служит для доступа пользователей на вычислительный комплекс; вся связь с 
комплексом осуществляется только через эту машину; предназначена для разработки 
пользователями программ, компилирования проектов и постановки задач в очередь; 
работа с ней осуществляется в интерактивном режиме 

● сервисный узел (service node)​ — обеспечивает контроль над системой Blue Gene/P; к 
этой машине доступа по SSH нет 

http://hpc.cmc.msu.ru/bgp/development/networks#torus
http://hpc.cmc.msu.ru/bgp/development/networks#collective


 

● систему управления высокопроизводительной параллельной файловой 
системой IBM General Parallel File System (GPFS) 

 

Назначение Модель Процессоры Количество 

фронтэнд IBM pSeries 55A POWER5+ 2 

сервисный узел 2 

GPFS-серверы IBM x3650 Intel Xeon 16 

Для коммутации оптических линий служит высокопроизводительный свитч IBM 
Ethernet Switch B08R​ cо 112 портами 10 Gb Ethernet: 64 порта используются для 
подключения узлов ввода-вывода вычислительной системы Blue Gene/P, 32 порта служат для 
подключения GPFS-серверов, управляющих параллельной файловой системой, к четырем 
портам подключены фронтэнды и сервисные узлы, остальные 12 портов используются для 
инфраструктурных нужд, либо зарезервированы для будущего использования. Гигабитный 
Ethernet скоммутирован на четыре 48-портовых свитча Cisco. 
 
Для организации файлового хранилища используется ​16 дисковых систем DS3512, 
каждая из которых включает по две дополнительных дисковых полки EXP3512. В основу сети 
хранения данных положены два 80-портовых коммутатора IBM System Storage SAN80B-4 Fibre 
Channel. 
 
ОС вычислительного узла BlueGene P 
• ​Compute Node Kernel (CNK) 
– “linux-подобная” ОС 
– Нет некоторых системных вызово (fork() в основном). Ограниченная поддержка mmap(), 
execve(). 
– Минимальное ядро – обработка сигналов, передача системных вызовов к узлам 
ввода-вывода, старт-завершение задач, поддержка нитей 
– Большинство приложений, которые работают под 
Linux, портируются на BG/P 
 
Компиляторы Blue Gene 
• IBM XL компиляторы (xlc, xlf77, xlf90) 
• работают на front end узлах 
– Fortran: mpixlf, mpixlf90, mpixlf95 
– C: mpixlc 
– C++: mpixlcxx 
• обычно являются скриптами 
• GNU компиляторы существуют, но малоэффективны: mpicc 



Последовательная сложность (serial complexity) алгоритма - число операций, которые нужно 

выполнить при его последовательном исполнении. 

 

Параллельная сложность (parallel complexity) алгоритма - число шагов, за которое можно 

выполнить данный алгоритм в предположении доступности неограниченного числа 

необходимых процессоров (функциональных устройств, вычислительных узлов, ядер и т.п.). 

Параллельная сложность алгоритма понимается как высота канонической ярусно-

параллельной формы. 

Ярусно-параллельная форма (ЯПФ) (parallel form) - это представление графа алгоритма, в 
котором: 

• все вершины разбиты на перенумерованные подмножества ярусов; 

• начальная вершина каждой дуги расположена на ярусе с номером меньшим, чем номер 
яруса конечной вершины; 

• между вершинами, расположенными на одном ярусе, не может быть дуг. 

Высота ЯПФ - это число ярусов. Ширина яруса - число вершин, расположенных на 
ярусе. Ширина ЯПФ - это максимальная ширина ярусов в ЯПФ. 

Канонической ярусно-параллельной формой называется ЯПФ, высота которой на единицу 
больше длины критического пути, а все входные вершины расположены на первом ярусе. Для 
заданного графа его каноническая ЯПФ единственна. Высота канонической ЯПФ 
соответствует параллельной сложности алгоритма. 

 

https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.AF.D1.80.D1.83.D1.81.D0.BD.D0.BE-.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.84.D0.BE.D1.80.D0.BC.D0.B0_.D0.B3.D1.80.D0.B0.D1.84.D0.B0_.D0.B0.D0.BB.D0.B3.D0.BE.D1.80.D0.B8.D1.82.D0.BC.D0.B0
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.AF.D1.80.D1.83.D1.81.D0.BD.D0.BE-.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.84.D0.BE.D1.80.D0.BC.D0.B0_.D0.B3.D1.80.D0.B0.D1.84.D0.B0_.D0.B0.D0.BB.D0.B3.D0.BE.D1.80.D0.B8.D1.82.D0.BC.D0.B0
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.9F.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.81.D0.BB.D0.BE.D0.B6.D0.BD.D0.BE.D1.81.D1.82.D1.8C
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Билет 35. Информационный граф и ресурс параллелизма 

алгоритмов. 
 
Граф алгоритма - ориентированный граф, состоящий из вершин, соответствующих 

операциям, и направленных дуг, соответствующих передаче данных (результаты одних 

операций передаются в качестве аргументов другим операциям) между ними.  

Не следует путать его с графом управления программы и тем более с её блок-схемой. 
Активно используется при исследованиях скрытого параллелизма в алгоритмах, 
записанных на традиционных языках программирования последовательного типа. 
Особенностями графа алгоритма являются: 

 его ацикличность; 
 невозможность, в общем случае, его описания простым перечислением, в силу того, что 

его составляющие могут зависеть от внешних параметров решаемой им задачи 

(например, алгоритм, реализующий метод Гаусса — от размера матрицы). 

Algo-Wiki: 
Интересных вариантов для отражения информационной структуры алгоритмов много. Для 

каких-то алгоритмов нужно показать максимально подробную структуру, а иногда важнее 

макроструктура. Много информации несут разного рода проекции информационного 

графа, выделяя его регулярные составляющие и одновременно скрывая несущественные 

детали. Иногда оказывается полезным показать последовательность в изменении графа при 

изменении значений внешних переменных (например, размеров матриц): мы часто ожидаем 

"подобное" изменение информационного графа, но это изменение не всегда очевидно на 

практике. 
В целом, задача изображения графа алгоритма весьма нетривиальна. Начнем с того, что это 

потенциально бесконечный граф, число вершин и дуг которого определяется значениями 

внешних переменных, а они могут быть весьма и весьма велики. В такой ситуации, как 

правило, спасают упомянутые выше соображения подобия, делающие графы для разных 

значений внешних переменных "похожими": почти всегда достаточно привести лишь один 

граф небольшого размера, добавив, что графы для остальных значений будут устроены 

"точно также". На практике, увы, не всегда все так просто, и здесь нужно быть аккуратным. 

Далее, граф алгоритма - это потенциально многомерный объект. Наиболее естественная 

система координат для размещения вершин и дуг информационного графа опирается на 

структуру вложенности циклов в реализации алгоритма. Если глубина вложенности циклов 

не превышает трех, то и граф размещается в привычном трехмерном пространстве, однако 

для более сложных циклических конструкций с глубиной вложенности 4 и больше 

необходимы специальные методы представления и изображения графов. 

Но в любом случае нужно не забывать главную задачу данного раздела - показать 

информационную структуру алгоритма так, чтобы стали понятны все его ключевые 

особенности, особенности параллельной структуры, особенности множеств дуг, участки 

регулярности и, напротив, участки с недерминированной структурой, зависящей от 

входных данных. 

1.8 Ресурс параллелизма алгоритма 

Здесь приводится оценка параллельной сложности алгоритма: числа шагов, за которое 

можно выполнить данный алгоритм в предположении доступности неограниченного числа 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%94%D1%83%D0%B3%D0%B0_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%94%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D0%B5_(%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D0%BC%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%B5)&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B5%D0%B7%D1%83%D0%BB%D1%8C%D1%82%D0%B0%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%80%D0%B3%D1%83%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9E%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F%D0%BC&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/Control_flow_graph
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%BB%D0%BE%D0%BA-%D1%81%D1%85%D0%B5%D0%BC%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%B0%D1%80%D0%B0%D0%BB%D0%BB%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D0%B7%D0%BC_(%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D0%BC%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%90%D1%86%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%93%D0%B0%D1%83%D1%81%D1%81%D0%B0
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.9F.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.81.D0.BB.D0.BE.D0.B6.D0.BD.D0.BE.D1.81.D1.82.D1.8C


необходимых процессоров (функциональных устройств, вычислительных узлов, ядер и 

т.п.). Параллельная сложность алгоритма понимается как высота канонической ярусно-
параллельной формы [1]. Необходимо указать, в терминах каких операций дается оценка. 

Необходимо описать сбалансированность параллельных шагов по числу и типу операций, 

что определяется шириной ярусов канонической ярусно-параллельной формы и составом 

операций на ярусах. 
Параллелизм в алгоритме часто имеет естественную иерархическую структуру. Этот факт 

очень полезен на практике, и его необходимо отразить в описании. Как правило, подобная 

иерархическая структура параллелизма хорошо отражается в последовательной реализации 

алгоритма через циклический профиль результирующей программы (конечно же, с учетом 

графа вызовов), поэтому циклический профиль (п.1.5) вполне может быть использован и 
для отражения ресурса параллелизма. 
Для описания ресурса параллелизма алгоритма (ресурса параллелизма информационного 

графа) необходимо указать ключевые параллельные ветви в 

терминах конечного и массового параллелизма. Далеко не всегда ресурс параллелизма 

выражается просто, например, через координатный параллелизм или, что то же самое, 

через независимость итераций некоторых циклов (да-да-да, циклы - это понятие, 

возникающее лишь на этапе реализации, но здесь все так связано… В данном случае, 

координатный параллелизм означает, что информационно независимые вершины лежат на 

гиперплоскостях, перпендикулярных одной из координатных осей). С этой точки зрения, 

не менее важен и ресурс скошенного параллелизма. В отличие от координатного 

параллелизма, скошенный параллелизм намного сложнее использовать на практике, но 

знать о нем необходимо, поскольку иногда других вариантов и не остается: нужно оценить 

потенциал алгоритма, и лишь после этого, взвесив все альтернативы, принимать решение о 

конкретной параллельной реализации.  

Ярусно-параллельная форма (ЯПФ) (parallel form) - это представление графа алгоритма, 

в котором: 

 все вершины разбиты на перенумерованные подмножества ярусов; 
 начальная вершина каждой дуги расположена на ярусе с номером меньшим, чем номер 

яруса конечной вершины; 
 между вершинами, расположенными на одном ярусе, не может быть дуг. 

Высота ЯПФ - это число ярусов. Ширина яруса - число вершин, расположенных на 

ярусе. Ширина ЯПФ - это максимальная ширина ярусов в ЯПФ. 

Канонической ярусно-параллельной формой называется ЯПФ, высота которой на 

единицу больше длины критического пути, а все входные вершины расположены на первом 

ярусе. Для заданного графа его каноническая ЯПФ единственна. Высота канонической 

ЯПФ соответствует параллельной сложности алгоритма. 

 
Ярусно-параллельная форма графа (ЯПФ) — деление вершин ориентированного 

ациклического графа на перенумерованные подмножества 𝑉𝑖 такие, что, если дуга 𝑒 идет от 

вершины 𝑣1 ∊ 𝑉𝑗   к вершине 𝑣2 ∊ 𝑉𝑘 , то обязательно 𝑗 < 𝑘. 

Каждое из множеств 𝑉𝑖  называется ярусом ЯПФ, 𝑖 — его номером, количество 

вершин |𝑉𝑖 | в ярусе — его шириной. Количество ярусов в ЯПФ называется её высотой, а 

максимальная ширина её ярусов — шириной ЯПФ. 

Для ЯПФ графа алгоритма важным является тот факт, что операции, которым 

соответствуют вершины одного яруса, не зависят друг от друга (не находятся в отношении 

связи), и поэтому заведомо существует параллельная реализация алгоритма, в которой они 

https://algowiki-project.org/ru/%D0%A1%D1%82%D1%80%D1%83%D0%BA%D1%82%D1%83%D1%80%D0%B0_%D0%BE%D0%BF%D0%B8%D1%81%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D1%8F_%D1%81%D0%B2%D0%BE%D0%B9%D1%81%D1%82%D0%B2_%D0%B0%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC%D0%BE%D0%B2#cite_note-VVVVVV-1
https://algowiki-project.org/ru/%D0%A1%D1%82%D1%80%D1%83%D0%BA%D1%82%D1%83%D1%80%D0%B0_%D0%BE%D0%BF%D0%B8%D1%81%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D1%8F_%D1%81%D0%B2%D0%BE%D0%B9%D1%81%D1%82%D0%B2_%D0%B0%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC%D0%BE%D0%B2#.D0.9E.D0.BF.D0.B8.D1.81.D0.B0.D0.BD.D0.B8.D0.B5_.D1.81.D1.85.D0.B5.D0.BC.D1.8B_.D1.80.D0.B5.D0.B0.D0.BB.D0.B8.D0.B7.D0.B0.D1.86.D0.B8.D0.B8_.D0.BF.D0.BE.D1.81.D0.BB.D0.B5.D0.B4.D0.BE.D0.B2.D0.B0.D1.82.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.BE.D0.B3.D0.BE_.D0.B0.D0.B
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.9A.D0.BE.D0.BD.D0.B5.D1.87.D0.BD.D1.8B.D0.B9_.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D0.B8.D0.B7.D0.BC
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.9C.D0.B0.D1.81.D1.81.D0.BE.D0.B2.D1.8B.D0.B9_.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D0.B8.D0.B7.D0.BC
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.9A.D0.BE.D0.BE.D0.BE.D0.B4.D0.B8.D0.BD.D0.B0.D1.82.D0.BD.D1.8B.D0.B9_.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D0.B8.D0.B7.D0.BC
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.A1.D0.BA.D0.BE.D1.88.D0.B5.D0.BD.D0.BD.D1.8B.D0.B9_.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D0.B8.D0.B7.D0.BC
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.9F.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.81.D0.BB.D0.BE.D0.B6.D0.BD.D0.BE.D1.81.D1.82.D1.8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84_%D0%B0%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9E%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%88%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D1%81%D0%B2%D1%8F%D0%B7%D0%B8&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9E%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%88%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D1%81%D0%B2%D1%8F%D0%B7%D0%B8&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC


могут быть выполнены параллельно на разных устройствах вычислительной системы. 
Поэтому ЯПФ графа алгоритма может быть использована для подготовки такой 

параллельной реализации алгоритма. 

Минимальной высотой всех возможных ЯПФ графа является его критический путь. 
Построение ЯПФ с высотой, меньшей критического пути, невозможно. 

Критический путь графа — путь максимальной длины в ориентированном 

ациклическом графе. 

Его длина является минимальной из всех возможных высот у ярусно-параллельной 

формы данного ациклического графа. 

 
Параллельная сложность (parallel complexity) алгоритма - число шагов, за которое можно 

выполнить данный алгоритм в предположении доступности неограниченного числа 

необходимых процессоров (функциональных устройств, вычислительных узлов, ядер и 

т.п.). Параллельная сложность алгоритма понимается как высота канонической ярусно-
параллельной формы. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%92%D0%9C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84_%D0%B0%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D1%83%D1%82%D1%8C_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AF%D1%80%D1%83%D1%81%D0%BD%D0%BE-%D0%BF%D0%B0%D1%80%D0%B0%D0%BB%D0%BB%D0%B5%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AF%D1%80%D1%83%D1%81%D0%BD%D0%BE-%D0%BF%D0%B0%D1%80%D0%B0%D0%BB%D0%BB%D0%B5%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D0%B0
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.AF.D1.80.D1.83.D1.81.D0.BD.D0.BE-.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.84.D0.BE.D1.80.D0.BC.D0.B0_.D0.B3.D1.80.D0.B0.D1.84.D0.B0_.D0.B0.D0.BB.D0.B3.D0.BE.D1.80.D0.B8.D1.82.D0.BC.D0.B0
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.AF.D1.80.D1.83.D1.81.D0.BD.D0.BE-.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.84.D0.BE.D1.80.D0.BC.D0.B0_.D0.B3.D1.80.D0.B0.D1.84.D0.B0_.D0.B0.D0.BB.D0.B3.D0.BE.D1.80.D0.B8.D1.82.D0.BC.D0.B0


 



 



 

 

На примере Разложения Холецкого (метод квадратного корня) 

1.7 Информационный граф 

Опишем граф алгоритма[9][10][11] как аналитически, так и в виде рисунка. 

Граф алгоритма состоит из трёх групп вершин, расположенных в целочисленных узлах трёх 

областей разной размерности. 

Первая группа вершин расположена в одномерной области, соответствующая ей операция 

вычисляет функцию SQRT. Единственная координата каждой из вершин  меняется в диапазоне 

от  до , принимая все целочисленные значения. 

Аргумент этой функции 

https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.93.D1.80.D0.B0.D1.84_.D0.B0.D0.BB.D0.B3.D0.BE.D1.80.D0.B8.D1.82.D0.BC.D0.B0
https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.93.D1.80.D0.B0.D1.84_.D0.B0.D0.BB.D0.B3.D0.BE.D1.80.D0.B8.D1.82.D0.BC.D0.B0
https://algowiki-project.org/ru/%D0%A0%D0%B0%D0%B7%D0%BB%D0%BE%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D0%A5%D0%BE%D0%BB%D0%B5%D1%86%D0%BA%D0%BE%D0%B3%D0%BE_(%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%BA%D0%B2%D0%B0%D0%B4%D1%80%D0%B0%D1%82%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%BA%D0%BE%D1%80%D0%BD%D1%8F)#cite_note-10
https://algowiki-project.org/ru/%D0%A0%D0%B0%D0%B7%D0%BB%D0%BE%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D0%A5%D0%BE%D0%BB%D0%B5%D1%86%D0%BA%D0%BE%D0%B3%D0%BE_(%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%BA%D0%B2%D0%B0%D0%B4%D1%80%D0%B0%D1%82%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%BA%D0%BE%D1%80%D0%BD%D1%8F)#cite_note-10


 при  — элемент входных данных, а именно ; 
 при  — результат срабатывания операции, соответствующей вершине из третьей 

группы, с координатами , , . 

Результат срабатывания операции является выходным данным . 

Вторая группа вершин расположена в двумерной области, соответствующая ей операция . 
Естественно введённые координаты области таковы: 

  — меняется в диапазоне от  до , принимая все целочисленные значения; 
  — меняется в диапазоне от  до , принимая все целочисленные значения. 

Аргументы операции следующие: 

 : 
 при  — элементы входных данных, а именно ; 
 при  — результат срабатывания операции, соответствующей вершине из третьей 

группы, с координатами ; 
  — результат срабатывания операции, соответствующей вершине из первой группы, с 

координатой . 

Результат срабатывания операции является выходным данным . 

Третья группа вершин расположена в трёхмерной области, соответствующая ей 

операция . Естественно введённые координаты области таковы: 

  — меняется в диапазоне от  до , принимая все целочисленные значения; 
  — меняется в диапазоне от  до , принимая все целочисленные значения; 
  — меняется в диапазоне от  до , принимая все целочисленные значения. 

Аргументы операции следующие: 

 : 
 при  элемент входных данных ; 
 при  — результат срабатывания операции, соответствующей вершине из третьей 

группы, с координатами ; 
  — результат срабатывания операции, соответствующей вершине из второй группы, с 

координатами ; 
  — результат срабатывания операции, соответствующей вершине из второй группы, с 

координатами ; 

Результат срабатывания операции является промежуточным данным алгоритма. 

Описанный граф можно посмотреть на рис.1 и рис.2, выполненных для случая . Здесь 

вершины первой группы обозначены жёлтым цветом и буквосочетанием sq, вершины второй — 
зелёным цветом и знаком деления, третьей — красным цветом и буквой f. Вершины, 
соответствующие операциям, производящим выходные данные алгоритма, выполнены более 
крупно. Дублирующие друг друга дуги даны как одна. На рис.1 показан граф алгоритма согласно 

классическому определению , на рис.2 к графу алгоритма добавлены вершины , соответствующие 

входным (обозначены синим цветом) и выходным (обозначены розовым цветом) данным. 

 



 

 
1.8 Ресурс параллелизма алгоритма 

Для разложения матрицы порядка  методом Холецкого в параллельном варианте требуется 

последовательно выполнить следующие ярусы: 

  ярусов с вычислением квадратного корня (единичные вычисления в каждом из ярусов), 

  ярус делений (в каждом из ярусов линейное количество делений, в зависимости от 

яруса — от  до ), 

 по  ярусов умножений и сложений/вычитаний (в каждом из ярусов — квадратичное 

количество операций, от  до . 

Таким образом, в параллельном варианте, в отличие от последовательного, вычисления квадратных 

корней и делений будут определять довольно значительную долю требуемого времени. При 

реализации на конкретных архитектурах наличие в отдельных ярусах ЯПФ отдельных вычислений 

квадратных корней может породить и другие проблемы. Например, при реализации на ПЛИСах 

остальные вычисления (деления и тем более умножения и сложения/вычитания) могут быть 

конвейеризованы, что даёт экономию и по ресурсам на программируемых платах; вычисления же 

квадратных корней из-за их изолированности приведут к занятию ресурсов на платах, которые 

будут простаивать большую часть времени. Таким образом, общая экономия в 2 раза, из-за которой 

метод Холецкого предпочитают в случае симметричных задач тому же методу Гаусса, в 

параллельном случае уже имеет место вовсе не по всем ресурсам, и главное - не по требуемому 

времени. 

При этом использование режима накопления требует совершения умножений и вычитаний в 

режиме двойной точности, а в параллельном варианте это означает, что практически все 

промежуточные вычисления для выполнения метода Холецкого в режиме накопления должны быть 

https://algowiki-project.org/ru/%D0%93%D0%BB%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B9#.D0.AF.D1.80.D1.83.D1.81.D0.BD.D0.BE-.D0.BF.D0.B0.D1.80.D0.B0.D0.BB.D0.BB.D0.B5.D0.BB.D1.8C.D0.BD.D0.B0.D1.8F_.D1.84.D0.BE.D1.80.D0.BC.D0.B0_.D0.B3.D1.80.D0.B0.D1.84.D0.B0_.D0.B0.D0.BB.D0.B3.D0.BE.D1.80.D0.B8.D1.82.D0.BC.D0.B0


двойной точности. В отличие от последовательного варианта это означает увеличение требуемой 

памяти почти в 2 раза. 

При классификации по высоте ЯПФ, таким образом, метод Холецкого относится к алгоритмам со 

сложностью . При классификации по ширине ЯПФ его сложность будет . 

 



Ȼɢɥɟɬ 36. Ɇɟɬɨɞɵ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɹ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɩɪɢ 
ɫɭɩɟɪɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɨɦ ɪɟɲɟɧɢɢ ɫɟɬɨɱɧɵɯ ɡɚɞɚɱ. 

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɤɨɧɤɪɟɬɧɭɸ ɡɚɞɚɱɭ: ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ Ʌɚɩɥɚɫɚ ɧɚ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɢɤɟ.  

𝜕మ𝑢𝜕௫మ + 𝜕మ𝑢𝜕௬మ = Ͳ, ݔ ∈ [Ͳ, ͳ], 𝑢ሺݔ, Ͳሻ = sinሺ𝜋ݔሻ , 𝑢ሺݔ, ͳሻ = sinሺ𝜋ݔሻ℮−௫ , 𝑢ሺͲ, ሻݕ =𝑢ሺͳ, ሻݕ = Ͳ. 

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ 5-ɬɨɱɟɱɧɵɣ ɲɚɛɥɨɧ: 𝑢௜,௝𝑛+1 ≅ 𝑢೔+భ,ೕ𝑛 +𝑢೔−భ,ೕ𝑛 +𝑢೔,ೕ+భ𝑛 +𝑢೔,ೕ−భ𝑛4 . 

ɋɨɡɞɚɟɬɫɹ ɞɟɤɚɪɬɨɜɚ ɬɨɩɨɥɨɝɢɹ (ɦɟɯɚɧɢɡɦ 
ɫɨɩɨɫɬɚɜɥɟɧɢɹ ɩɪɨɰɟɫɫɚɦɢ ɧɟɤɨɬɨɪɨɝɨ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪɚ 
ɚɥɶɬɟɪɧɚɬɢɜɧɨɣ ɫɯɟɦɵ ɚɞɪɟɫɚɰɢɢ; ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɣ): 

ɇɟɨɛɯɨɞɢɦ ɨɛɦɟɧ ɞɚɧɧɵɦɢ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɚɯ, ɛɭɞɟɦ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ MPI.  

ɋɨɡɞɚɧɢɟ ɬɨɩɨɥɨɝɢɢ: 

1. ɋɨɡɞɚɧɢɟ ɬɨɩɨɥɨɝɢɢ:  
int MPI_Cart_create(MPI_Comm oldcomm, int ndims, int *dims, int *periods, int reorder, 

MPI_Comm *cartcomm) 

 oldcomm — ɢɫɯɨɞɧɵɣ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ; 
 ndims — ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶ ɞɟɤɚɪɬɨɜɨɣ ɪɟɲɟɬɤɢ; 
 dims — ɦɚɫɫɢɜ ɞɥɢɧɵ ndims, ɡɚɞɚɟɬ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɜ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡɦɟɪɟɧɢɢ 

ɪɟɲɟɬɤɢ; 
 periods — ɦɚɫɫɢɜ ɞɥɢɧɵ ndims, ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬ, ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɥɢ ɪɟɲɟɬɤɚ 

ɩɟɪɢɨɞɢɱɟɫɤɨɣ ɜɞɨɥɶ ɤɚɠɞɨɝɨ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ; 
 reorder — ɩɚɪɚɦɟɬɪ ɞɨɩɭɫɬɢɦɨɫɬɢ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɧɭɦɟɪɚɰɢɢ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ (true => 

ɪɚɡɪɟɲɟɧɨ ɦɟɧɹɬɶ ɩɨɪɹɞɨɤ ɧɭɦɟɪɚɰɢɢ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɞɥɹ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɢ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɩɨ ɮɢɡɢɱɟɫɤɢɦ ɩɪɨɰɟɫɫɨɪɚɦ); 

 cartcomm — ɫɨɡɞɚɜɚɟɦɵɣ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ ɫ ɞɟɤɚɪɬɨɜɨɣ ɬɨɩɨɥɨɝɢɟɣ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ. 
Ⱦɨɥɠɧɚ ɛɵɬɶ ɜɵɡɜɚɧɚ ɜɫɟɦɢ ɩɪɨɰɟɫɫɚɦɢ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪɚ oldcomm. 

2. Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɞɟɤɚɪɬɨɜɵɯ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɩɨ ɟɝɨ ɪɚɧɝɭ:  

int MPI_Cart_coords(MPI_Comm comm, int rank, int ndims, int *coords) 

 comm — ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ ɫ ɬɨɩɨɥɨɝɢɟɣ ɪɟɲɟɬɤɢ; 
 rank — ɪɚɧɝ ɩɪɨɰɟɫɫɚ, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬɫɹ ɞɟɤɚɪɬɨɜɵ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɵ; 
 ndims — ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶ ɪɟɲɟɬɤɢ; 
 coords — ɜɨɡɜɪɚɳɚɟɦɵɟ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɞɟɤɚɪɬɨɜɵ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɵ ɩɪɨɰɟɫɫɚ. 

3. Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɪɚɧɝɚ ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɩɨ ɟɝɨ ɞɟɤɚɪɬɨɜɵɦ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦ: 
int MPI_Cart_rank(MPI_Comm comm, int *coords, int *rank), 

 comm — ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ ɫ ɬɨɩɨɥɨɝɢɟɣ ɪɟɲɟɬɤɢ; 
 coords — ɞɟɤɚɪɬɨɜɵ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɵ ɩɪɨɰɟɫɫɚ ; 
 rank — ɜɨɡɜɪɚɳɚɟɦɵɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɪɚɧɝ ɩɪɨɰɟɫɫɚ. 



4. Ɋɚɡɛɢɟɧɢɟ ɪɟɲɟɬɤɢ ɧɚ ɩɨɞɪɟɲɟɬɤɢ ɦɟɧɶɲɟɣ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɢ: 
int MPI_Cart_sub(MPI_Comm comm, int *subdims, MPI_Comm *newcomm), 

 comm — ɢɫɯɨɞɧɵɣ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ ɫ ɬɨɩɨɥɨɝɢɟɣ ɪɟɲɟɬɤɢ; 
 subdims — ɦɚɫɫɢɜ ɞɥɹ ɭɤɚɡɚɧɢɹ, ɤɚɤɢɟ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ ɞɨɥɠɧɵ ɨɫɬɚɬɶɫɹ ɜ 

ɫɨɡɞɚɜɚɟɦɨɣ ɩɨɞɪɟɲɟɬɤɟ; 
 newcomm — ɫɨɡɞɚɜɚɟɦɵɣ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ ɫ ɩɨɞɪɟɲɟɬɤɨɣ. 

5. ɉɨɞɞɟɪɠɤɭ ɩɪɨɰɟɞɭɪɵ ɩɨɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨɣ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ ɩɨ ɨɞɧɨɦɭ ɢɡ ɢɡɦɟɪɟɧɢɣ 
ɪɟɲɟɬɤɢ. ȼ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɩɟɪɢɨɞɢɱɧɨɫɬɢ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ ɪɟɲɟɬɤɢ, ɩɨ ɤɨɬɨɪɨɦɭ 
ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɫɞɜɢɝ, ɪɚɡɥɢɱɚɸɬɫɹ ɞɜɚ ɬɢɩɚ ɞɚɧɧɨɣ ɨɩɟɪɚɰɢɢ: 
int MPI_Cart_shift(MPI_Comm comm, int dir, int disp, int *source, int *dst), 

 comm — ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ ɫ ɬɨɩɨɥɨɝɢɟɣ ɪɟɲɟɬɤɢ; 
 dir — ɧɨɦɟɪ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ, ɩɨ ɤɨɬɨɪɨɦɭ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɫɞɜɢɝ; 
 disp — ɜɟɥɢɱɢɧɚ ɫɞɜɢɝɚ (ɩɪɢ ɨɬɪɢɰɚɬɟɥɶɧɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ ɫɞɜɢɝ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɫɹ ɤ 

ɧɚɱɚɥɭ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ); 
 source — ɪɚɧɝ ɩɪɨɰɟɫɫɚ, ɨɬ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɞɨɥɠɧɵ ɛɵɬɶ ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɞɚɧɧɵɟ; 
 dst — ɪɚɧɝ ɩɪɨɰɟɫɫɚ, ɤɨɬɨɪɨɦɭ ɞɨɥɠɧɵ ɛɵɬɶ ɨɬɩɪɚɜɥɟɧɵ ɞɚɧɧɵɟ. 

ɉɨɥɭɱɟɧɢɟ ɧɨɦɟɪɨɜ ɩɨɫɵɥɚɸɳɟɝɨ (source) ɢ ɩɪɢɧɢɦɚɸɳɟɝɨ (dst) ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ 
ɞɥɹ ɨɫɭɳɟɜɫɬɜɥɟɧɢɹ ɫɞɜɢɝɚ ɜɞɨɥɶ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ dir (∈ [Ͳ, 𝑛 − ͳ]ɞɥɹ n-ɦɟɪɧɨɣ 
ɪɟɲɟɬɤɢ) ɧɚ ɜɟɥɢɱɢɧɭ disp. 

6. ɉɨɥɭɱɟɧɢɟ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɢ ɨ ɬɨɩɨɥɨɝɢɢ ɩɨ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪɭ ɢ ɱɢɫɥɭ ɢɡɦɚɪɟɧɢɣ: 
MPI_Cart_get(MPI_Comm comm, int ndims, int *dims,int *periods, int *coords) 

 comm - ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪ ɫ ɞɟɤɚɪɬɨɜɨɣ ɬɨɩɨɥɨɝɢɟɣ; 
 ndims - ɱɢɫɥɨ ɢɡɦɟɪɟɧɢɣ; 
 dims - ɦɚɫɫɢɜ ɪɚɡɦɟɪɚ ndims, ɜ ɤɨɬɨɪɨɦ ɜɨɡɜɪɚɳɚɟɬɫɹ ɱɢɫɥɨ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɜɞɨɥɶ 

ɤɚɠɞɨɝɨ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ; 
 periods - ɥɨɝɢɱɟɫɤɢɣ ɦɚɫɫɢɜ ɪɚɡɦɟɪɚ ndims, ɜ ɤɨɬɨɪɨɦ ɜɨɡɜɪɚɳɚɸɬɫɹ 

ɧɚɥɨɠɟɧɧɵɟ ɝɪɚɧɢɱɧɵɟ ɭɫɥɨɜɢɹ; (true - ɩɟɪɢɨɞɢɱɟɫɤɢɟ, false - 
ɧɟɩɟɪɢɨɞɢɱɟɫɤɢɟ); 

 coords - ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɵ ɜ ɞɟɤɚɪɬɨɜɨɣ ɫɟɬɤɟ ɜɵɡɵɜɚɸɳɟɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ. 

Ȼɥɨɤɢɪɭɸɳɢɟ ɩɟɪɟɞɚɱɢ: 

1. int MPI_Send(void* buf, int count, MPI_Datatype datatype, int dest, int msgtag, 

MPI_Comm comm) 

 buf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɩɨɫɵɥɤɢ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 count - ɱɢɫɥɨ ɩɟɪɟɞɚɜɚɟɦɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɜ ɫɨɨɛɳɟɧɢɢ  
 datatype - ɬɢɩ ɩɟɪɟɞɚɜɚɟɦɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ  
 dest - ɧɨɦɟɪ ɩɪɨɰɟɫɫɚ-ɩɨɥɭɱɚɬɟɥɹ  
 msgtag - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 comm - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɪɭɩɩɵ 

Ȼɥɨɤɢɪɭɸɳɚɹ ɩɨɫɵɥɤɚ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ ɫ ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪɨɦ msgtag, ɫɨɫɬɨɹɳɟɝɨ ɢɡ count 
ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɬɢɩɚ datatype, ɩɪɨɰɟɫɫɭ ɫ ɧɨɦɟɪɨɦ dest. ȼɫɟ ɷɥɟɦɟɧɬɵ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ 
ɪɚɫɩɨɥɨɠɟɧɵ ɩɨɞɪɹɞ ɜ ɛɭɮɟɪɟ buf. Ɂɧɚɱɟɧɢɟ count ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɧɭɥɟɦ. Ɍɢɩ 



ɩɟɪɟɞɚɜɚɟɦɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ datatype ɞɨɥɠɟɧ ɭɤɚɡɵɜɚɬɶɫɹ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ 
ɩɪɟɞɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɯ ɤɨɧɫɬɚɧɬ ɬɢɩɚ. Ɋɚɡɪɟɲɚɟɬɫɹ ɩɟɪɟɞɚɜɚɬɶ ɫɨɨɛɳɟɧɢɟ ɫɚɦɨɦɭ ɫɟɛɟ. 

2. int MPI_Recv(void* buf, int count, MPI_Datatype datatype, int source, int msgtag, 

MPI_comm comm, MPI_Status *status) 

 OUT buf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɩɪɢɟɦɚ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 count - ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɜ ɩɪɢɧɢɦɚɟɦɨɦ ɫɨɨɛɳɟɧɢɢ  
 datatype - ɬɢɩ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɩɪɢɧɢɦɚɟɦɨɝɨ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 source - ɧɨɦɟɪ ɩɪɨɰɟɫɫɚ-ɨɬɩɪɚɜɢɬɟɥɹ  
 msgtag - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɩɪɢɧɢɦɚɟɦɨɝɨ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 comm - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɪɭɩɩɵ  
 OUT status - ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ ɩɪɢɧɹɬɨɝɨ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ 

Ʉɨɥɥɟɤɬɢɜɧɵɟ ɨɩɟɪɚɰɢɢ 

Ɉɫɧɨɜɧɵɟ ɨɫɨɛɟɧɧɨɫɬɢ ɢ ɨɬɥɢɱɢɹ ɨɬ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɣ ɬɢɩɚ "ɬɨɱɤɚ-ɬɨɱɤɚ": 
 ɧɚ ɩɪɢɟɦ ɢ/ɢɥɢ ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɪɚɛɨɬɚɸɬ ɨɞɧɨɜɪɟɦɟɧɧɨ ȼɋȿ ɡɚɞɚɱɢ-ɚɛɨɧɟɧɬɵ 

ɭɤɚɡɵɜɚɟɦɨɝɨ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪɚ; 
 ɤɨɥɥɟɤɬɢɜɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬ ɨɞɧɨɜɪɟɦɟɧɧɨ ɢ ɩɪɢɟɦ, ɢ ɩɟɪɟɞɚɱɭ; ɨɧɚ ɢɦɟɟɬ 

ɛɨɥɶɲɨɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ, ɱɚɫɬɶ ɤɨɬɨɪɵɯ ɧɭɠɧɚ ɞɥɹ ɩɪɢɟɦɚ, ɚ ɱɚɫɬɶ ɞɥɹ 
ɩɟɪɟɞɚɱɢ; ɜ ɪɚɡɧɵɯ ɡɚɞɚɱɚɯ ɬɚ ɢɥɢ ɢɧɚɹ ɱɚɫɬɶ ɢɝɧɨɪɢɪɭɟɬɫɹ; 

 ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɡɧɚɱɟɧɢɹ ȼɋȿɏ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ (ɡɚ ɢɫɤɥɸɱɟɧɢɟɦ ɚɞɪɟɫɨɜ ɛɭɮɟɪɨɜ) 
ɞɨɥɠɧɵ ɛɵɬɶ ɢɞɟɧɬɢɱɧɵɦɢ ɜɨ ɜɫɟɯ ɡɚɞɚɱɚɯ; 

 MPI ɧɚɡɧɚɱɚɟɬ ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɞɥɹ ɫɨɨɛɳɟɧɢɣ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɟɫɤɢ; 
 ɤɪɨɦɟ ɬɨɝɨ, ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ ɩɟɪɟɞɚɸɬɫɹ ɧɟ ɩɨ ɭɤɚɡɵɜɚɟɦɨɦɭ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪɭ, ɚ ɩɨ 

ɜɪɟɦɟɧɧɨɦɭ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɬɨɪɭ-ɞɭɩɥɢɤɚɬɭ; ɬɟɦ ɫɚɦɵɦ ɩɨɬɨɤɢ ɞɚɧɧɵɯ 
ɤɨɥɥɟɤɬɢɜɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɧɚɞɟɠɧɨ ɢɡɨɥɢɪɭɸɬɫɹ ɞɪɭɝ ɨɬ ɞɪɭɝɚ ɢ ɨɬ ɩɨɬɨɤɨɜ, 
ɫɨɡɞɚɧɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɹɦɢ "ɬɨɱɤɚ-ɬɨɱɤɚ". 

1. int MPI_Bcast( void *buf, int count, MPI_Datatype datatype, int source, MPI_Comm 

comm) 

 OUT buf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɩɨɫɵɥɤɢ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 count - ɱɢɫɥɨ ɩɟɪɟɞɚɜɚɟɦɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɜ ɫɨɨɛɳɟɧɢɢ  
 datatype - ɬɢɩ ɩɟɪɟɞɚɜɚɟɦɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ  
 source - ɧɨɦɟɪ ɪɚɫɫɵɥɚɸɳɟɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ  
 comm - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɪɭɩɩɵ 

Ɋɚɫɫɵɥɤɚ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ ɨɬ ɩɪɨɰɟɫɫɚ source ɜɫɟɦ ɩɪɨɰɟɫɫɚɦ, ɜɤɥɸɱɚɹ 
ɪɚɫɫɵɥɚɸɳɢɣ ɩɪɨɰɟɫɫ. ɉɪɢ ɜɨɡɜɪɚɬɟ ɢɡ ɩɪɨɰɟɞɭɪɵ ɫɨɞɟɪɠɢɦɨɟ ɛɭɮɟɪɚ buf 
ɩɪɨɰɟɫɫɚ source ɛɭɞɟɬ ɫɤɨɩɢɪɨɜɚɧɨ ɜ ɥɨɤɚɥɶɧɵɣ ɛɭɮɟɪ ɩɪɨɰɟɫɫɚ. Ɂɧɚɱɟɧɢɹ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ count, datatype ɢ source ɞɨɥɠɧɵ ɛɵɬɶ ɨɞɢɧɚɤɨɜɵɦɢ ɭ ɜɫɟɯ 
ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ. 

2. int MPI_Gather( void *sbuf, int scount, MPI_Datatype stype, void *rbuf, int rcount, 

MPI_Datatype rtype, int dest, MPI_Comm comm) 

 sbuf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɩɨɫɵɥɤɢ  
 scount - ɱɢɫɥɨ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɜ ɩɨɫɵɥɚɟɦɨɦ ɫɨɨɛɳɟɧɢɢ  
 stype - ɬɢɩ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɨɬɫɵɥɚɟɦɨɝɨ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 OUT rbuf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɫɛɨɪɤɢ ɞɚɧɧɵɯ  



 rcount - ɱɢɫɥɨ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɜ ɩɪɢɧɢɦɚɟɦɨɦ ɫɨɨɛɳɟɧɢɢ  
 rtype - ɬɢɩ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɩɪɢɧɢɦɚɟɦɨɝɨ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ  
 dest - ɧɨɦɟɪ ɩɪɨɰɟɫɫɚ, ɧɚ ɤɨɬɨɪɨɦ ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɫɛɨɪɤɚ ɞɚɧɧɵɯ  
 comm - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɪɭɩɩɵ  
 OUT ierror - ɤɨɞ ɨɲɢɛɤɢ 

ɋɛɨɪɤɚ ɞɚɧɧɵɯ ɫɨ ɜɫɟɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɝɪɭɩɩɵ ɜ ɨɞɢɧ ɦɚɫɫɢɜ rbuf ɩɪɨɰɟɫɫɚ dest. 

Ⱦɥɢɧɚ ɛɥɨɤɨɜ ɨɞɢɧɚɤɨɜɚɹ, Ɉɛɴɟɞɢɧɟɧɢɟ ɜ ɩɨɪɹɞɤɟ ɭɜɟɥɢɱɟɧɢɹ ɧɨɦɟɪɨɜ-

ɨɬɩɪɚɜɢɬɟɥɟɣ. 
3. int MPI_AllReduce( void *sbuf, void *rbuf, int count, MPI_Datatype datatype, MPI_Op 

op, MPI_Comm comm) 

 sbuf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɞɥɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɜ  
 OUT rbuf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɞɥɹ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚ  
 count - ɱɢɫɥɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɜ ɭ ɤɚɠɞɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ  
 datatype - ɬɢɩ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɜ  
 op - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɣ ɨɩɟɪɚɰɢɢ  
 comm - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɪɭɩɩɵ 

ȼɵɩɨɥɧɟɧɢɟ count ɝɥɨɛɚɥɶɧɵɯ ɨɩɟɪɚɰɢɣ op ɫ ɜɨɡɜɪɚɬɨɦ count ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɜɨ 
ɜɫɟɯ ɩɪɨɰɟɫɫɚɯ ɜ ɛɭɮɟɪɟ rbuf. Ɉɩɟɪɚɰɢɹ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨ ɧɚɞ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɦɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚɦɢ ɜɫɟɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ. Ɂɧɚɱɟɧɢɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ count ɢ 
datatype ɭ ɜɫɟɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɞɨɥɠɧɵ ɛɵɬɶ ɨɞɢɧɚɤɨɜɵɦɢ. 

 ɂɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪɵ ɝɥɨɛɚɥɶɧɵɯ ɨɩɟɪɚɰɢɣ: 
MPI_MAX ɢ MPI_MIN ɢɳɭɬ ɩɨɷɥɟɦɟɧɬɧɵɟ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɢ ɦɢɧɢɦɭɦ; 
MPI_SUM ɜɵɱɢɫɥɹɟɬ ɫɭɦɦɭ ɜɟɤɬɨɪɨɜ; 
MPI_PROD ɜɵɱɢɫɥɹɟɬ ɩɨɷɥɟɦɟɧɬɧɨɟ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟ ɜɟɤɬɨɪɨɜ; 
MPI_LAND, MPI_BAND, MPI_LOR, MPI_BOR, MPI_LXOR, MPI_BXOR - 

ɥɨɝɢɱɟɫɤɢɟ ɢ ɞɜɨɢɱɧɵɟ ɨɩɟɪɚɰɢɢ ɂ, ɂɅɂ, ɢɫɤɥɸɱɚɸɳɟɟ ɂɅɂ; 
MPI_MAXLOC, MPI_MINLOC - ɩɨɢɫɤ ɢɧɞɟɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɝɨ 
ɦɢɧɢɦɭɦɚ/ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ. 

4. int MPI_Reduce( void *sbuf, void *rbuf, int count, MPI_Datatype datatype, MPI_Op op, 

int root, MPI_Comm comm) 

 sbuf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɞɥɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɜ  
 OUT rbuf - ɚɞɪɟɫ ɧɚɱɚɥɚ ɛɭɮɟɪɚ ɞɥɹ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚ  
 count - ɱɢɫɥɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɜ ɭ ɤɚɠɞɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ  
 datatype - ɬɢɩ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɜ  
 op - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɣ ɨɩɟɪɚɰɢɢ  
 root - ɩɪɨɰɟɫɫ-ɩɨɥɭɱɚɬɟɥɶ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚ  
 comm - ɢɞɟɧɬɢɮɢɤɚɬɨɪ ɝɪɭɩɩɵ 

Ɏɭɧɤɰɢɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɚ ɩɪɟɞɵɞɭɳɟɣ, ɧɨ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɛɭɞɟɬ ɡɚɩɢɫɚɧ ɜ ɛɭɮɟɪ rbuf 
ɬɨɥɶɤɨ ɭ ɩɪɨɰɟɫɫɚ root. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Билет 37. Суперкомпьютерное моделирование турбулентных течений. 

 

  



(П.Брэдшоу ,1971) : «Турбулентность – это трехмерное нестационарное движение, в 

котором вследствие растяжения вихрей создается непрерывное распределение пульсаций 

скорости в интервале длин волн от минимальных, определяемых вязкими силами, до 

максимальных, определяемых граничными условиями течения. Она является обычным 

состоянием движущейся жидкости, за исключением течений при малых числах 

Рейнольдса». 

(Р.Фейнман,1968) : «Турбулентность – это последняя неразрешенная фундаментальная 

проблема классической физики» 

Фольклор: «Турбулентность похожа на порнографию – ей трудно дать определение, но как 

только вы ее увидите – тут же узнаете» 

СВОЙСТВА ИДЕАЛЬНОГО DNS – АЛГОРИТМА 

 Полное разрешение всего спектра турбулентных пульсаций 

 Отсутствие настроечных параметров 

 Применимость в областях сложной формы 

 Робастность 

 Консервативность 

 Масштабируемость 

 Мультифизичность 

Основная верификационная задача – моделирование однородной изотропной 

турбулентности 

Наиболее простой вид турбулентного движения. Предложен Тейлором в 1945 году. 

Позволяет изучить ряд свойств, присущих всем турбулентным течениям. 

Мелкомасштабная турбулентность в значительной степени однородна и изотропна. 

Причина – каскадный перенос энергии. 

 

 

СВОЙСТВА ИДЕАЛЬНОГО LES - АЛГОРИТМА 

 Отсутствие настроечных параметров при неполном разрешении спектра 

турбулентных пульсаций 

 Применимость в областях сложной формы 



 Робастность 

 Консервативность 

 Масштабируемость 

 Мультифизичность 

 

Основные свойства схемы «КАБАРЕ» 

 Явная; 

 Устойчива при 0 < CFL < 1; 

 Дает точное решение при CFL = 0.5, CFL = 1; 

 Второй порядок аппроксимации на неравномерных пространственно – временных 

сетках; 

 Консервативная; 

 Обладает однопараметрическим семейством квадратичных законов сохранения; 

 Бездиссипативна; 

 Имеет максимально компактный вычислительный шаблон; 

 Минимальные дисперсионные ошибки; 

 Прямое использование принципа максимума для нелинейной коррекции потоков; 

 Отсутствие настроечных параметров; 



 

 

Основные отличия схемы «КАБАРЕ» от схемы «Upwind Leapfrog» 



 КАБАРЕ представлена в виде закона сохранения; 

 В КАБАРЕ используются два типа переменных – консервативные и потоковые; 

 КАБАРЕ – двухслойная схема с максимально компактным вычислительным 

шаблоном; 

 В КАБАРЕ органично встроен монотонизатор нового типа на основе наиболее 

общего принципа – принципа максимума. 

 

 

ПРЯМОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРИСТЕННОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

 Моделируется течение между двумя плоскими бесконечными пластинами для 

получения осредненных характеристик пристенного турбулентного течения 



 Направление течения вдоль оси X, вдоль этого направления каждый шаг по 

времени проводится корректировка расхода. По направлениям X, Z заданы 

периодические условия на скорость и давление 

 На верхней и нижней горизонтальной плоскости задаются условия прилипания 

 Расчет проводится при трех числах Рейнольдса Rem = 5600, 13760, 21900, чтобы 

сравниться с DNS расчетами Moser/Kim/Moin (1987 - 1999) 

 Cетка ортогональная – 512 x 256 x 256 ячеек, используется сгущение сетки вблизи 

стенок для учета особенностей течения в пограничном слое. Размеры области - 4πδ 

x 2δ x 2πδ (δ – полувысота канала) для Rem = 5600, и 2πδ x 2δ x πδ для Rem = 13760, 

21900 

 

 

Трехмерный код КАБАРЕ для расчета нестационарных задач тепломассопереноса без 

использования моделей турбулентности и настроечных параметров 

 
Зависимость коэффициента 

сопротивления от числа 

Рейнольдса 



 

Особенности кода CABARET-ST 

1) Код CABARET-ST представляет собой реализацию методики КАБАРЕ для 

проведения массивных параллельных вычислений на кластерных ЭВМ задач 

гидродинамики на неструктурированных гексагональных сетках 

2) Реализован на языке С++ 

3) Программная платформа использует библиотеку сеточных баз данных – ITAPS 

MOAB (A Mesh-Oriented datABase). Библиотека MOAB поддерживает все 

необходимые базовые операции для распределенных сеточных данных, позволяет 

работать как со структурированными, так и неструктурированными сетками, 

поддерживает все виды ячеек, включая произвольные многоугольники и 

многогранники. 

4) Формат хранения данных – HDF5 (Иерархический формат данных). Позволяет 

работать с данными большого размера. Обеспечивает высокую скорость доступа к 

данным. 

5) Реализована возможность асинхронной передачи сообщений (без блокировки) с 

использование процедуры MPI_Isend 

6) Реализована возможность проведения расчетов с асинхронными шагами по 

времени. Разбиение на партиции в этом случае проводится с учетом 

вычислительной сложности ячеек сетки 

 



 

  

 

 

 

 



Áèëåò 38. Èñïîëüçîâàíèå ñóïåðêîìïüþòåðîâ äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷ ìîëåêóëÿðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

1 Ìîëåêóëÿðíîå ìîäåëèðîâàíèå

Ñ ñîçäàíèåì íîâûõ ïàðàëëåëüíî/âåêòîðíûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ è ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ ìåòîäû ìîëåêóëÿðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðå-
àëüíûì èíñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ â áèîèíæåíåðèè, íàíîòåõíîëîãèè è ìàòåðèàëîâåäåíèè.
Îíè ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü äåòàëüíóþ êàðòèíó ïðîöåññîâ íà àòîìíî-ìîëåêóëÿðíîì
ìàñøòàáå è âûÿâëÿòü òåõíîëîãè÷åñêè èíòåðåñíûå ÿâëåíèÿ ñ áîëüøîé äîëåé âåðîÿòíî-
ñòè, ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèÿ íàä ñèñòåìàìè îò ñîòåí òûñÿ÷ äî ìèëëèàðäà ÷àñòèö. Ìî-
ëåêóëÿðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñëóæèò ïðàêòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì â ðàçðàáîòêå íîâûõ
ìàòåðèàëîâ, íàíîáèîìåäèöèíå, â äèçàéíå íîâûõ ëåêàðñòâ, ïðîòåîìèêå.

Ìîëåêóëÿðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ â ðåøåíèè áîëüøèõ ñèñòåì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñëåäóþùèõ ìîäåëåé:

• êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ìåòîä ¾èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ¿);

• ìåòîä êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ñî ñâÿçÿìè è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî;

• íåëèíåéíûå ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû.

Âûäåëèì ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàíîñèñòåì, êîòîðûå îïðåäåëÿþò çàäà÷è
ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì.

1. Áîëüøîå ÷èñëî ìîëåêóë â íàíîêëàñòåðå, çåðíå. Êîëè÷åñòâî ìîëåêóë ñóùåñòâåííî
ïðåâûøàåò âîçìîæíîñòè èìåâøèõñÿ ðàíåå ïðîãðàìì êâàíòîâîé õèìèè ¾èç ïåðâûõ
ïðèíöèïîâ¿ (¾ab initio¿). Ñîâðåìåííûå ïðîãðàììû ¾ab initio¿ ñïîñîáíû ðàññ÷è-
òûâàòü íàíîñèñòåìû, ñîäåðæàùèå äåñÿòêè òûñÿ÷ ìîëåêóë.

2. Íåñòàáèëüíîñòü íàíîñèñòåì. Íåîáõîäèìîñòü óñòîé÷èâîãî ðà÷åòà ñèñòåì, áëèçêèõ
ê ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè.

3. Ðàñ÷åò ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ñ ìíîãèìè ãðàíèöàìè, óçêèõ ñëîåâ, îêðóæàþùèõ äâè-
æóùèåñÿ ãðàíèöû ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ.

4. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
â óñëîâèÿõ, êîãäà íàäî ðàçðåøàòü áëèçêèå ìèíèìóìû è íàõîäèòü ñåäëîâûå òî÷êè.

5. Õèìè÷åñêèå ôîðìóëû íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ìîëåêóëÿðíîãî ñîåäè-
íåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðû,
èìåþùåé æåëàåìûå ñâîéñòâà íå îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì.

2 Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé óðîâåíü

Çàäà÷à êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ ñîñòîèò â ðåøåíèè
óðàâíåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ðàñ÷åòå ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû,
ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñâÿçåé, ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè.
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2.1 Ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèå ìîëåêóëÿðíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ¾èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ¿ èñõîäÿò
èç ñëåäóþùåãî:

1. Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çàðÿæåííûõ ÷àñòèö � çàêîí Êóëîíà. Íåò
ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.

2. Íàíîìàñøòàá. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ìîëåêóë õàðàêòåð-
íûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ∼ 10−10 è ìàñøòàá âðåìåíè ∼ 10−15 ñ.

3. Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ íàíîñèñòåì� ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà èç ïåðâûõ ïðèí-
öèïîâ CPMD (Car-Parrinello Molecular Dynamics), � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè Êàð-Ïàððèíåëëî íà îñíîâå ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà-
Îïïåíãåéìåðà.
Â ïðèáëèæåíèè Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå ìàññèâíûõ ÿäåð
ìîæåò áûòü îïèñàíî â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ñèëû äåéñòâóþùèå íà ÿäðà
ñî ñòîðîíû ýëåêòðîíîâ, ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà äëÿ ýëåêòðîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà ïîëó÷àåòñÿ
äëÿ êàæäîé ìîëåêóëû ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ êàæ-
äîãî øàãà êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ÿäåð. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó, îñíîâàííóþ íà óðàâíåíèÿõ ôóíêöèîíàëà
ïëîòíîñòè (¾DFT¿). Óðàâíåíèÿ ìîäåëè Êàð-Ïàððèíåëëî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

MI
d2RI

dt2
(t) = − ∂

∂RI

EKS[{ψi}, {RI}],

µi
d2ψi
dt2

(t) = − ∂

∂ψ∗i
EKS[{ψi}, {RI}] +

∑
Λijψj, (1)

ãäå MI è RI � ìàññà è êîîðäèíàòà ÿäðà I,
µi � ôèêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà,
ψi � îðáèòàëè Êîíà-Øýìà,
EKS � ýíåðãèÿ Êîíà-Øýìà.

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèè (1) îïèñûâàåò ãîëîíîìíûå ñâÿçè, êîòîðûå ó÷èòû-
âàþòñÿ òðåáîâàíèåì îðòîãîíàëüíîñòè îðáèòàëåé. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà èîíû
− ∂
∂RI

EKS è ýëåêòðîíû − ∂
∂ψ∗

i
, âû÷èñëÿþòñÿ íà êàæäîì øàãå ìîäåëèðîâàíèÿ òàê

æå, êàê è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà Λij. Ýíåðãèÿ Êîíà-Øýìà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-
íèåì

EKS[{ψi}, {RI}] =
OCC∑
i

fi

∫
ψ∗i (r)

[
−1

2
∇2ψi(r)

]
dr+

+
∫

Uext(r)ρ(r)dr +
1

2

∫ ∫ ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
drdr′ + EXC [p] + EI [{RI}],

ãäå Uext � èîííûé ïîòåíöèàë,
ρ(r) =

∑
i

fi|ψi|2 � ïëîòíîñòü çàðÿäà ýëåêòðîíîâ,

fi � ÷èñëà çàñåëåííîñòè,
EXC � îáìåííî-êîððåëÿöèîííàÿ ýíåðãèÿ,
EI � ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå èîííîå âçàèìîäåéñòâèå.
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Èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ψi ïî ïëîñêèì âîëíàì. Îðáèòàëè
Êîíà-Øýìà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

ψi(r) =
1√
Ω

∑
k

ci(k)eikr

ãäå Ω � îáúåì ÿ÷åéêè,
k � âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè,
ci(k) � Ôóðüå-êîýôôèöèåíò îðáèòàëè i.

Èäåÿ Êàð-Ïàððèíåëëî ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ðàçäåëå-
íèÿ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ áûñòðîãî ýëåêòðîííîãî äâèæåíèÿ è ìåäëåííîãî äâè-
æåíèÿ ÿäåð. Ýòîò ìåòîä ðåàëèçîâàí â ÷èñëåííîì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîì êîäå ìî-
ëåêóëÿðíîé äèíàìèêè CPDM. Äâèæåíèå âñåõ ÿäåð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïóòè ðåàêöèè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âû÷èñëåíèþ áàðüåðà íà ïîâåðõíîñòè
ñâîáîäíîé ýíåðãèè (FES), êîòîðûé íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ðå-
àêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Íàõîæäåíèå ïóòè ðåàêöèè íà ðèôëåíîì ëàíäøàôòå ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè (ìåòîä ìåòîäèíàìèêè, ðàññìîòðåí äàëåå) ïðåäñòàâëÿåò âàæíûé øàã
â ïîíèìàíèè ìåõàíèçìà ðåàêöèè èçîìåðèçàöèè. Ïîèñê ïóòè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðóäíóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê â ìíîãîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ìîäåëèðîâàíèå ìîëåêóëÿðíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ øàãîâ. Âíà÷àëå ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ ãåîìåòðèè ìîëåêóëû. Íà ýòîì
ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ àòîìíûé ñîñòàâ ìîëåêóëû è âû÷èñëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûå ìåæ-
àòîìíûå ñâÿçè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè. Çàòåì ïðîâîäèòñÿ
òåðìîëèçàöèÿ ìîëåêóëû âçàèìîäåéñòâèåì ñ òåðìîñòàòîì Íîçå-Õóâåðà è äîñòèãà-
åòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.

4. Ïîäõîä òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðêîìïüþòåðîâ è ýôôåêòèâíûõ ïà-
ðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì
∼ 25000 àòîìîâ.

5. Ìàñøòàáèðóåìîñòü CPMD êîäîâ.

2.2 Âû÷èñëåíèÿ íà ñóïåðêîìïüþòåðå

Ìîäåëèðîâàíèå ìîëåêóëÿðíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîâîäèëîñü íà ñóïåðêîìïüþòåðå ñî
ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

• ñóïåðêîìïüþòåð IBM Blue Gene/P ñ 2048 ïðîöåññîðàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò èç 4 ÿäåð, ñ îáùåé ïèêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ 27.8 òåðàôëîïñ,

• ðàñ÷åòû âåëèñü äëÿ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç 82, 130, 178 àòîìîâ,

• äëÿ ñèñòåìû ñîñòîÿùåé èç 82 àòîìîâ, â ðàñ÷åòå ó÷èòûâàëîñü 129 ýëåêòðîííûõ
îðáèòàëåé, 540000 ïëîñêèõ âîëí äëÿ êàæäîé îðáèòàëè,

• ðåãóëÿðíûå ðàñ÷åòû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïðîâîäèëèñü ñ âðåìåííûì øàãîì
τMD = 0.1125 ôñ,

• ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ñîäåðæàëà 320× 320× 192 óçëîâ,

• îäèí ðàñ÷åò äëÿ 82 àòîìîâ çàíèìàë 20 ÷àñîâ ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè íà
512 óçëàõ
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2.3 Âû÷èñëåíèå ïðîôèëÿ ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìåòîäîì ìåòàäè-
íàìèêè.

Ñòîõàñòè÷åñêèé íåìàðêîâñêèé ìåòîä (ìåòîä ìåòàäèíàìèêè) â ðàìêàõ ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêè ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè âäîëü êîîðäèíàöèîííîé
ïåðåìåííîé, îïðåäåëÿþùåå ãëàâíîå íàïðàâëåíèå ðåàêöèè.

Îïòèìèçèðîâàííàÿ ãåîìåòðèÿ ìîëåêóëû íàôòàëîöèàíèíà â ñîñòîÿíèè ïåðâîãî èçî-
ìåðà ïîêàçàíà íà ðèñ. 1à è â ñîñòîÿíèè âòîðîãî èçîìåðà � ðèñ. 1á. Ìîëåêóëà ñîñòîèò èç
àòîìîâ àçîòà, óãëåðîäà è âîäîðîäà. Ðåàêöèÿ âîäîðîäíîé èçîìåðèçàöèè ñîñòîèò â òîì,
÷òî äâà àòîìà âîäîðîäà â öåíòðàëüíîé ïîëîñòè ìîëåêóëû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïî-
òåíöèàëà, ñîçäàâàåìîãî STM, ïåðåõîäÿò îò îäíèõ àòîìîâ àçîòà ê äâóì äðóãèì àòîìàì
àçîòà. Òàêîé ïðîöåññ ïåðåêëþ÷åíèÿ ýêâèâàëåíòåí ïîâîðîòó ìîëåêóëû íà 90 ãðàäóñîâ â
ïëîñêîñòè ìîëåêóëû, ïðè÷åì åå ãåîìåòðèÿ âî âòîðîì ñîñòîÿíèè òà æå.

Ðèñ. 1: Îïòèìèçèðîâàííàÿ ãåîìåòðèÿ ìîëåêóëû íàôòàëîöèàíèíà íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ
ïðîöåññà ìåòàäèíàìèêè, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ êîäà CPMD: à) íà÷àëüíàÿ êîíôèãó-
ðàöèÿ ìîëåêóëû íàôòàëîöèàíèíà, á) êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ, îáëàäàþùàÿ ãåîìåòðèåé
âòîðîãî èçîìåðà, â) ðàññ÷èòàííàÿ ñòðóêòóðà ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëè LUMO è ã) îð-
áèòàëè LUMO+1. Áåëûå øàðû ñîîòâåòñòâóþò ÿäðàì âîäîðîäà, ÷åðíûå � ÿäðàì àçîòà,
ñåðûå � ÿäðàì óãëåðîäà.
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Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

s1(H1, H2, N1, N2) =
1

2


1−

(
RH1N1

R0

)6
1−

(
RH1N1

R0

)12 +
1−

(
RH1N2

R0

)6
1−

(
RH1N2

R0

)12 +
1−

(
RH2N1

R0

)6
1−

(
RH2N1

R0

)12 +
1−

(
RH2N2

R0

)6
1−

(
RH2N2

R0

)12
 ,

ãäå RHiNj
� ðàññòîÿíèå ìåæäó i-ì àòîìîì âîäîðîäà è j-ì àòîìîì àçîòà,

R0 � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìîì âîäîðîäà è àòîìîì àçîòà, ðàâíîå 1.05 �A.
Òàêàÿ êîîðäèíàöèîííàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé ïî óãëó âðàùåíèÿ àòîìà
âîäîðîäà. Ïîýòîìó èñïîëüçóåì êîîðäèíàöèîííóþ ïåðåìåííóþ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

s = s1(H1, H2, N1, N2)− s1(H1, H2, N3, N4)

Öåëüþ ìåòîäà ìåòàäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûé àíàëèç ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíîé
ýíåðãèè F (s) êàê ôóíêöèè s (äëèíû ñâÿçåé è òîðñèîííûå óãëû).
Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

F (s) = −kBT ln

(∫
exp

(
−U({RI})

kBT

)
d{RI}

)
,

ãäå kB � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà,
T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà,

Óðàâíåíèå ìåòàäèíàìèêè

µs̈ = −k(s− S({RJ}))−
∂

∂s
V (s, t)

MIR̈I = −∇RI
U(RI)−

∂S({RJ})
∂RI

k(S({RJ})− s).

ãäå V (s, t) � çàâèñÿùèé îò âðåìåíè èñêóññòâåííûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ â
ñèñòåìó âäîëü òðàåêòîðèè â ìîìåíòû ti:

V (s, t) = −
∑
ti<t

Hi · exp

[
−(s(t)− si)2

2W 2
i

]
.

Ýòîò ïîòåíöèàë åñòü ñóììà îòòàëêèâàþùèõñÿ ïîòåíöèàëüíûõ õîëìîâ â ôîðìå ãàóññèà-
íîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò âûñîòó H. Ìåòàäèíàìèêà s îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü,
ñ êîòîðîé èññëåäóåòñÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè.

2.4 ×èñëåííàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ CPMD íà ñóïåð-ÝÂÌ

Íàèáîëåå çàòðàòíîé â ñìûñëå âðåìåíè âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü çàäà÷è, ñâÿçàííàÿ
ñ ïàðàëëåëüíûì ðàñ÷åòîì ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ìîëåêóëû. Óðàâíåíèÿ Êîíà-Øýìà (â
òåîðèè ôóíêöèîíàëà ïëîòíîñòè) ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà-
÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé. Åñëè Ne � ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â ñè-
ñòåìå, òîãäà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà ìàñøòàáèðóåòñÿ êàê
O(N3

e ). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òðåõìåðíîãî ðÿäà Ôóðüå äëÿ êàæäîãî n-ãî ýëåêòðîíà.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òðåõìåðíûé ìåòîä áûñòðî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (3dFFT).
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Ïàðàëëåëüíûå ñòðàòåãèè. Íåñêîëüêî óðîâíåé ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.

• Êðóïíîáëî÷íîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ íà ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòè.
Íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé MPI ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîýôôè-
öèåíòîâ Ôóðüå âîëíîâûõ ôóíêöèé äëÿ âñåõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé íà âñå ïðî-
öåññû.

• 3dFFT-ìåòîä (òðåõìåðíûé ìåòîä áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïåðåõîäà èç ðåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâî è îáðàòíî. Ðàñïðå-
äåëåíèå äàííûõ ïðîèçâîäèòñÿ òàê, ÷òî ÷èñëî îáìåíîâ ñ ïîääåðæàíèåì çàãðóçêè â
îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìèíèìèçèðóåòñÿ.

• OpenMP-ðàñïðàëëåëèâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äëèííûõ öèê-
ëîâ, ñ îáùåé ïàìÿòüþ íà óçëå.

• Taskgroups-ìåòîä èñïîëüçóåò îðãàíèçàöèþ ïðîöåññîðîâ â ãðóïïû. Ïðîöåññîðû
îðãàíèçîâàíû êàê äâóìåðíàÿ ñåòêà. Òàêàÿ ñõåìà òðåáóåò â äâà ðàçà ìåíüøå êîì-
ìóíèêàöèé, ÷åì îáû÷íàÿ ñõåìà. Ïðîöåññîðíûå ãðóïïû ìîãóò áûòü îïòèìàëüíî
ðàñïðåäåëåíû ïî òðåõìåðíîìó òîðó ìåæïðîöåññîðíûõ ñâÿçåé Blue Gene/P.

• Ìåòîäû êîïèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðè-
ÿì â ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêå ïðè êàíòîâàíèè ÿäåð. Ìíîãîìåðíàÿ ìåòàäèíàìèêà.

Îòðàæåíèå íà àðõèòåêòóðó Blue Gene/P è èñïîëüçîâàíèå âñòðîåííûõ ïðîöåäóð MPI
ïîêàçàíî íà ðèñ. 2

Ðèñ. 2: Ñòðàòåãèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ â êîäå ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ¾èç ïåðâûõ ïðèí-
öèïîâ¿ CPMD

2.5 Ïðèìåð ðàçðàáîòêè èííîâàöèîííûõ äèýëåêòðèêîâ.

Îäíèì èç ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðêîìïüþòåðà, êàê ïðèíöèïèàëüíîãî óñòðîé-
ñòâà ïðè ñîçäàíèè íàíîòåõíîëîãèé, ñëóæèò ðàçðàáîòêà èííîâàöèîííûõ äèýëåêòðèêîâ.
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Äëÿ èõ ñîçäàíèÿ â ñóïåðêîìïüþòåðàõ IBM è Intel, ïðèìåíÿþò ãàôíèé, êèñëîðîä è êðåì-
íèé � òåõíîëîãèÿ 2008 ãîäà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòàâà äèýëåêòðèêà èñïîëüçîâàëîñü:

• ñóïåðêîìïüþòåð IBM � Blue Gene/L ñ 4096 ïðîöåññîðàìè,

• ìåòîä èññëåäîâàíèÿ � êâàíòîâûé ìîëåêóëÿðíûé ìåòîä ¾èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ¿,

• ìîäåëè âêëþ÷àëè 600 àòîìîâ è 5000 ýëåêòðîíîâ,

• âñåãî èññëåäîâàëîñü 50 êîìáèíàöèé ñèëèêàòîâ ãàôíèÿ,

• íà èçó÷åíèå îäíîé êîìáèíàöèè ñóïåðêîìïüþòåðó òðåáîâàëîñü � 5 äíåé,

• ïîëíîå èññëåäîâàíèå çàíÿëî 5 × 50 = 250 äíåé (ãäå ìîùíûé íîóòáóê ïîòðåáóåò
îêîëî 700 ëåò âû÷èñëåíèé).

3 Ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ñî ñâÿçÿìè è

ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî

Ýòîò óðîâåíü ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â íàíîáèîìåäèöèíå, äèçàéíå ëå-
êàðñòâ, ïðîòåîìèêå.

Â ýòèõ ìîäåëÿõ èñïîëüçóþòñÿ âû÷èñëåííûå ñèëû ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè, ðàññ÷èòàí-
íûìè íà ïðåäûäóùåì øàãå ìîäåëèðîâàíèÿ. Äâèæåíèå ÿäåð îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèìè
çàêîíàìè ìåõàíèêè, à ñâÿçè è ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè
(ïðèáëèæåíèå Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà). Çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ êàæäîãî
ÿäðà, ñâÿçàííîãî ñ äðóãèìè ÿäðàìè ñâÿçÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðîé
ìîëåêóë. Ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ ãðàäèåíòàìè ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Mi
d2Ri

dt2
= −

∑
j

∂U(|Ri −Rj|)
∂Ri

.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå ÿäåð, ïðè êîòîðîì ìîëåêóëÿðíàÿ ñòðóêòó-
ðà áóäåò èìåòü ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïðè äâèæåíèè ÿäåð ðåëüåô ïîâåðõíî-
ñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ìåòîäå òàêîé ïîèñê ïðîèñõîäèò ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñîáñòâåííîé äèíàìèêè ÷àñòèö, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâÿçàííûå ñòðóêòó-
ðû. Â çàäà÷å ïîÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà, êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò òåðìè÷åñêóþ íåîïðåäåëåí-
íîñòü â îêîí÷àòåëüíîì îòâåòå. Òåìïåðàòóðà � ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ
ìîëåêóë âû÷èñëÿåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå. Ñïåöèàëüíîé íîðìèðîâêîé ñêîðîñòåé
(èëè àëãîðèòìàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òåðìîñòàòîì) äîáèâàþòñÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ê
ñèñòåìå ñ çàäàííîé òåìïåðàòóðîé. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
âû÷èñëÿþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåäíèå. Òàêèì îáðàçîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè ýíåðãèè ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè Íüþòîíà.

Â ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî íåò äâèæåíèÿ ìîëåêóë, à àíàëèçèðóþòñÿ âåðîÿòíûå ðàñïîëî-
æåíèÿ ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû � ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ñ çàäàííûì ìèêðîêàíîíè÷å-
ñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Òåìïåðàòóðà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ðàñïðåäåëåíèÿ.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé, óñòîé-
÷èâîé ìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðû îáû÷íî òðåáóþòñÿ ñîòíè ìèëëèîíîâ øàãîâ ïðîöåññà
Ìîíòå-Êàðëî.
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Âû÷èñëåíèÿ äëÿòñÿ ìíîãî ÷àñîâ äàæå íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ,
ïîýòîìó ïàðàëëåëüíûå ìåòîäû çäåñü êðàéíå íåîáõîäèìû. Â ìåòîäàõ ìîëåêóëÿðíîé äè-
íàìèêè âðåìåííîé øàã èìååò ïîðÿäîê 10−15 ñåê. è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðî-
òåêàþùèõ äàæå â ìèêðîñåêóíäíîì äèàïàçîíå, òðåáóþòñÿ ìèëëèàðäû âðåìåííûõ øàãîâ.

Ïðèíöèïèàëüíûì â îïðåäåëåíèè ìîëåêóëÿðíîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ òà òî÷íîñòü,
ñ êîòîðîé ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü ðàâíîâåñèå ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû. Äëÿ îäíèõ ñèñòåì,
íàïðèìåð, ïðîòåèíîâ, ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ ðèôëåíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü èìå-
åò ìíîãî ñëàáî îòëè÷àþùèõñÿ ìèíèìóìîâ. Ýòî ìàëîå îòëè÷èå ìîæåò ïðèâåñòè ê íàõîæ-
äåíèþ íåïðàâèëüíîé è ïîýòîìó íåóñòîé÷èâîé êîíôèãóðàöèè. Äëÿ ñèñòåì ñ æåñòêèìè
ìåæìîëåêóëÿðíûìè ñâÿçÿìè ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ õîðîøî îïðåäåëåíà è äàæå õèìè-
÷åñêèå ðåàêöèè ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ. Åñëè îøèáêè ÷èñëåí-
íîé ìîäåëè ïîðÿäêà âåëè÷èí ëîêàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ áàðüåðîâ, òî åå èñïîëüçîâàíèå
ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíûì âûâîäàì î ôóíêöèè ïðîåêòèðóåìîãî óñòðîéñòâà. Ìî-
äåëè îïòèìèçàöèè ãåîìåòðèè ñèñòåì ìîëåêóë øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
â, òàê íàçûâàåìûõ, ìîëåêóëÿðíûõ êîíñòðóêòîðàõ.

4 Íåëèíåéíûå ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû

Â ýòîì ñëó÷àå ìîëåêóëÿðíàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà, ýâîëþ-
öèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíûìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Óðàâíåíèÿ
ìîäåëè ïîëó÷àþò èç îáùèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ëèáî èç ýêñ-
ïåðèìåíòà, ëèáî èç ìîëåêóëÿðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Êàê ïðàâèëî, íåëèíåéíîñòü çàâè-
ñèìîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïëîòíîñòè ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì
äèôôóçèè. Ýòè ìîäåëè ãëîáàëüíû (â îòëè÷èè îò ìîäåëåé êèíåòèêè ìîëåêóë) è ó÷èòû-
âàþò íåîáõîäèìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ ðåàêöèè-
äèôôóçèè, äâèæåíèé ãðàíèö ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, äâèæåíèé ñòåíîê ìàãíèòíûõ äîìåíîâ
â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàíîñèñòåìàõ.
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Билет 30. Архитектурные особенности графических 
процессоров, направленные на массивно-параллельные 
вычисления. 
CPU - небольшое число мощных, независимых ядер, 3-х уровневый кэш 
GPU - вместо ядер потоковый мультипроцессор (streaming multiprocessor, SM): 

1. 32 скалярных ядра CUDA cores, ~1.5ГГц 
2. 2 Warp Scheduler (warp - 32 ядра) 
3. Файл регистров, 128 КБ 
4. 2-х уровневый кэш 
5. Текстурные юниты 
6. 16 Special Function Unit - интерполяция ~ трансцендентная математика один. 

Точности 
Много простых ядер, работающих на небольшой частоте. Небольшие кэши на GPU: 32 ядра 
делят 64 КБ L1 кэша, общий  L2 кэш, L3 нет. 
Оперативная память с высокой пропускной способностью и высокой латентностью, 
оптимизированная для коллективного доступа. Так как память с высокой латентностью, то 
чтобы эффективнее загружать ядра на много нитей и за счет быстрого переключения 
контекста перекрывать обращения одних нитей вычислениями в других имеется 
следующая иерархия: 
Нить -> warp (32 нити) -> Block (до 32 warp) -> Grid (решетка из блоков) 
Block и Grid - 3d, каждая нить, блок получают свои координаты. 
На уровне нитей - SIMD - все нити выполняют одно и то же действие с разными данными. 
Warp-ы выполняются независимо, называется все - SIMT. 
 
Глобальная память 
 
Расположение в DRAM GPU, до 4ГБ, можно выделять как с хоста, так и с устройства. 
Работа оптимизирована так, чтобы отдать максимальное число данных за одно 
обращение. 
Транзакция - загрузка из глобальной памяти пула в 128 байт, начиная с адреса, кратного 
128. Взаимодействие идет через кэш. Размер кэш линии L1 - 128 байт, L2 - 32 байта, можно 
работать не через L1 кэш, тогда транзакции по 32 байта. 
Данные хранятся по строкам, чтобы добиться выравнивания по 128 байт, можно 
воспользоваться CudaMallocPitch - передаем, сколько у нас будет входных данных, 
возвращаем с учетом padding. 
 
	



Билет 40 

Методы эффективной организации параллельных вычислений на графических 

процессорах 

1) Утилизация латентности памяти  

 Цель: эффективно загружать Ядра  
 Проблема: латентность памяти  

 Решение: CPU: Сложная иерархия кешей  

GPU: Много нитей, покрывать обращения одних нитей в память вычислениями в   других 

за счёт быстрого переключения контекста. За счёт наличия сотен ядер и поддержки 

миллионов нитей (потребителей) на GPU легче утилизировать всю полосу пропускания   

2) SIMT (Single instruction, multiple thread) и масштабирование  

Виртуальная  

 GPU может поддерживать миллионы виртуальных нитей  

 Виртуальные блоки независимы (программу можно запустить на любом 

количестве SM) 

Аппаратная  

 Мультипроцессоры независимы  
 Можно «нарезать» GPU c различным количеством SM  

3) Асинхронность в CUDA  

Чтобы GPU больше времени работало в фоновом режиме, параллельно с CPU, некоторые 

вызовы являются асинхронными. Отправляют команду на устройство и сразу 

возвращают управление хосту. К таким вызовам относятся:  

 Запуски ядер ( если CUDA_LAUNCH_BLOCKING не установлена на 1)  
 Копирование между двумя областями памяти на устройстве  
 Копирование с хоста на устройство менее 64KB  

 Копирования, выполняемые функциями с окончанием *Async  

 cudaMemSet – присваивает всем байтам области памяти на устройстве одинаковое 

значение (чаще всего используется для обнуления)  

4) Работа с глобальной памятью 

 Расположена в DRAM GPU 

 Объем до 4Gb 

o Параметр устройства totalGlobalMem 

 Кешируется в кешах L1 и L2 

o L1 – на каждом мультипроцессоре (максимальный размер – 48KB, 

минимальный – 16KB) 

o L2 – на устройстве (максимальный размер - 768 KB, параметр устройства 

l2CacheSize 

Общие принципы эффективной работы: 

 Обращения нитей варпа в память должны быть пространственно-локальными 

 Начала строк матрицы должны быть выровнены  



 

 

  

  



 Использование массивов структур 

 

 

 Выбор режима Кеша L1 

Кеш может работать в двух режимах: 16 KB и 48KB. Возможные режимы 

o cudaFuncCachePreferNone – без предпочтений (по умолчанию). Выбирается 

последняя использованная конфигурация. Начальная конфигурация – 16KB L1 

o cudaFuncCachePreferShared - 16KB L1 

o cudaFuncCachePreferL1 - 48KB L1 

Если в ядре не используется общая память, то заведомо стоит включить cudaFuncCachePreferL1. 

 Избегать косвенной адресации 

o Использование косвенной адресации нежелательно, поскольку требует двух 

чтений из памяти (сначала A[i], потом A[i][j]) 

o A[i] для разных нитей варпа скорее всего будут в одной кеш- линии  одно 

обращение к кешу 

o Но A[i][j] в общем случае могут быть разбросаны 



o Принципиального решения нет! Скорее всего придется переработать алгоритм. 

 Избегать обращений нитей варпа к столбцу матрицы 

Матрица расположена по строкам, а обращение происходит по столбцам 

 

Решение – хранить матрицу в транспонированном виде! (В этом случае обращения по столбцам 

превратятся в обращения к последовательным адресам, а выделять память под 

транспонированную матрицу также через cudaMallocPitch) 

 В случае сильно разряженного доступа проверять работу с отключенным кэшем 

o Транзакция – выполнение загрузки из глобальной памяти сплошного отрезка в 

128 байт, с началом кратным 128 

o Инструкция обращения в память выполняется одновременно для всех нитей варпа 

 Выполняется столько транзакций, сколько нужно для покрытия обращений 

всех нитей варпа 

 Если нужен 1 байт – все равно загрузится 128.  

 

o Ядра взаимодействуют не с памятью напрямую, а с кешами 

o Транзакция – выполнение загрузки кеш – линии 

 У кеша L1 кеш – линии 128 байт, у L2 – 32 байта 

 Кеш грузит из памяти всю кеш линию, даже если нужен один байт 

o Можно обращаться в память минуя L1 

 Транзакции будут по 32 байта 

 


